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2Resume´
Form˚alet med specialet er at undersøge en simpel og klassisk model for væske.
Undersøgelsen best˚ar dels af en analyse funderet i isomorfteorien, og dels af
computersimuleringer. Computersimuleringerne udføres i RUMD, som er styk-
ke software til afvikling af molekylære dynamiske simuleringer.
Den væskemodel, der undersøges, udgøres af partikler, der interagerer parvist
med hinanden via et potentiale, som aftager eksponentielt med afstanden. Mo-
dellen er interessant, idet den frastødende kraft hermed f˚ar samme form som
sandsynlighedsomr˚adet for elektronerne i simple atomer. Modellen er dermed i
tr˚ad med kvantemekanikken, selvom kvantemekaniske effekter ikke medtages.
Specialets resultater udgøres af en afdækning af dele af faseplanet (ρ˜, T˜ ) for væ-
sken med angivelse af fasepunktets to væsentlige isomorfteoretiske størrelser: R
og γ. Der identificeres, udover omr˚ader med væskestruktur og dynamik, omr˚ader
hvor væsken krystalliserer og omr˚ader hvor væsken struktur minder om en gas.
Hvor der findes en faseovergang til krystal, ses ingen faseovergang til gas. Ved
anvendelse af isomorfteorien findes et analytisk udtryk med e´n fri parameter til
dannelse af isomorfe linjer i faserummet. Forskellige metoder til parametervalg
afprøves ved at danne isomorfer ud fra to fasepunkter: E´t i væskefasen og e´t p˚a
koeksistenskurven mellem væske og krystal. Baseret p˚a undersøgelserne konklu-
deres det, at koeksistenskurven er en isomorf.
En metode til dannelse af isomorfe linjer, som baserer sig p˚a en observeret li-
neær korrelation mellem koordinaterne til isomorfe fasepunkter i et omr˚ade af
faseplanet, afprøves og forkastes.
Abstract
The aim of this Master’s thesis is to analyse a classical and simple model of a
liquid. The analysis consists of two parts: a theoretical analysis based on the
isomorph theory and computer simulations. The computer simulations is done
in the RUMD software. RUMD is a program used to perform Molecular Dyna-
mics.
The analysed model consists of particles with pairwise interactions. The inte-
ractions are governed by a pair potential which decrease exponentially with
distance. The interest in the model stems from the fact that though neglecting
quantum mechanical effects, the model is aligned with quantum mechanics in
the sense that the force between the particles mimic the probability distribution
of electrons in simple atoms.
The main results consists of a (ρ˜, T˜ ) phase diagram of the liquid including the
two main isomorph theoretically variables: R and γ. An area with crystallisa-
tion and a phase transition between fluid and crystal are identified. No phase
transition from liquid to gas is found, but the model exhibits gas-like structure
in regions of the phase diagram.
Application of isomorph theory leads to an analytic expression of isomorph li-
nes dependent on one free parameter, in the phase diagram. Different methods
3for choosing this parameter is tested by generating isomorphs from two state
points: One in the liquid part of the phase diagram and one on the coexistent
line which is found to be an isomorph line.
Another method of making isomorph lines is tested and rejected. The method
is based on an observed linear correlation between coordinates of isomorphic
phase points in an area of the phase diagram.
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Forord
Denne rapport er udarbejdet i forbindelse med et specialearbejde, der beskæf-
tiger sig med at undersøge væskedynamik. Dette arbejde er lavet i lyset af
de opdagelser der de seneste a˚r er gjort ved grundforskningscenteret ”Glas og
Tid”i Indsatsomr˚adet for Studiet af Matematik og Fysik samt deres Funktioner
i Undervisning, Forskning og Anvendelser (IMFUFA) ved Roskilde Universitets
(RUC) Institut for Natur, Systemer og Modeller (NSM).
Det meste af specialearbejdet er udført i sommerm˚anederne 2013, og rap-
porten er kommet til verden i løbet af sensommeren og færdiggjort i uge 42.
Igennem rapporten anvendes ”.”som decimaltalsseparator. Dette er valgt af
pragmatiske a˚rsager.
Jeg vil gerne takke min vejleder Jeppe C. Dyre for, hans store forst˚aelse for
min situation - helt fra før projektet var et projekt og frem til aflevering og
bedømmelse. Uden den forst˚aelse havde det været vanskeligt, at f˚a udarbejdet
nærværende rapport. Jeg vil ogs˚a gerne takke de øvrige medlemmer af ”Glas og
Tid-gruppen for beredvilligt at svare p˚a spørgsm˚al. Det gælder særligt Thomas
Schrøder, Heine Larsen og Andreas Elmerdahl Olsen.
Jeg vil gerne takke min familie og venner og bekendte for at støtte op om mit
specialearbejde og give en h˚and med, s˚a hverdagen kunne hænge sammen. Jeg
vil gerne takke min fætter Peder Bacher for en sen aftentime at smide hvad han
havde i hænderne og hjælpe med udarbejdelsen af en skabelon for faseplanet.
Særligt vil jeg gerne takke min kone Kristine for hendes store t˚almodighed og
indsats med at holde sammen p˚a familie og hus, s˚a jeg kunne have fred til at
fordybe mig i en verden af fysik.
Andreas Kvist Bacher
21. oktober 2013
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Kapitel 1
Indledning
Dette speciale udspringer af de resultater, der er opn˚aet i grundforskningscen-
teret ”Glas og Tid”. Motivationen er at forst˚a glasdannelse og seje væskers
dynamik og arbejdet har blandt andet resulteret i en teori for væskedynamik.
Denne teori benævnes isomorfteorien og det er i lyset af denne teori, at par-
potentiale med eksponentiel frastødning mellem partiklerne undersøges. Par-
potentialet er kort sagt en simpel model for interaktionerne mellem partikler-
ne i en væske, gas eller krystal. Da væsker er vidt begreb, der spænder fra
systemer som vand med en stærk ordning styret af hydrogenbindingerne til
systemer som flydende argon der er upolært hvor interaktionen mellem ato-
merne derfor styres af London-kræfterne. London-kræfterne opst˚ar som følge
af den ladningsforskydning der p˚a et givet tidspunkt er i atomerne. Isomorf-
teorien omfatter ikke væsker der som vand er styret af hydrogenbindninger,
men omfatter i udstrakt grad systemer af upolære atomer hvor interaktionen
mellem partiklerne er styret af London-kræfterne. Blandt disse systemer findes
blandt andet Lennard-Jones væsken, som er en væske, der karakteriseres ved
par-potentialet v(r) = 4
[(
σ
r
)12 − (σr )6]. Det er et par-potentiale der har til-
trukket sig meget opmærksomhed i forbindelse med væskedynamik. Det fremg˚ar
af par-potentialet, at modellen for interaktionen mellem partiklerne er i form af
potensfunktioner: Der er et attraktivt led, som g˚ar med r−6 og et repulsivt led
som g˚ar med r−12. Det attraktive led har samme form som London-kræfterne
og dominerer vekselvirkningerne ved store afstande, mens det repulsive led har
en svagere kobling til den fysik, det modellerer, da frastødningen ud fra kvante-
mekaniske resultater forventes, at være en eksponentielt aftagende med afstan-
den. En omskrivning af den repulsive del viser hvorfor LJ-potentialet modellerer
frastødningen ved en potens p˚a −12: r−12 = (r−6)2. Denne omskrivning viser,
at Lennard-Jones-potentialet (LJ-potentialet) er matematisk simplere og derfor
hurtigere at simulere end potentialer med eksponentielt aftagende frastødning.
Par-potentialer, hvor den repulsive del af LJ-potentialet har været udskiftet
med et eksponentiel aftagende led, har været undersøgt tidligere. I de fleste
sammenhænge har det attraktive led været medtaget i samme form som i LJ-
11
12 KAPITEL 1. INDLEDNING
potentialet. Det par-potentiale, der danner objekt for dette arbejde, inkluder
ikke dette attraktive led, og derved er det par-potentiale, der her undersøges,
ikke kortlagt ved tidligere lejlighed - og da slet p˚a den m˚ade, det her undersøges
med afsæt i isomorfteorien. Det undersøgte par-potentiale omtales i rapporten
som det eksponentielle potentiale, og potentialet mellem partiklerne er givet ved:
v(r) = e−r/σ, hvor r er afstanden mellem to partikler. σ og  er potentialets
parametre. Par-potentialet vil blive undersøgt analytisk og numerisk, hvor den
numeriske del af undersøgelsen laves ved computersimuleringer. Undersøgelserne
viser, at hvor par-potentiale klart har en faseovergang fra væske til krystal, s˚a
observeres der ingen faseovergang mellem væske og gas, hvorfor systemet ikke
har et kritisk punkt.
Udgangspunktet for specialearbejdet er s˚aledes isomorfteorien som den er be-
skrevet i blandt andet en serie p˚a fem artikler: (Bailey et al., 2008a), (Bailey
et al., 2008b), (Schrøder et al., 2009), (Gnan et al., 2009) og (Schrøder et al.,
2011). I Pedersen et al. (2011) gives et overblik over dele af isomorf-teorien og
i Gundermann et al. (2011) eftervises isomorfteorien eksperimentelt for en væ-
ske. Kort kan det om isomorfteorien her nævnes at: - to punkter i faseplanet
for et system er isomorfe hvis ens mikroskopiske strukture i reducerede koor-
dinater medfører proportionelle konfigurationelle Boltzmannfaktorer. - for et
system med isomorfekurver1 i faseplanet gælder, at langs disse kurver er mange
m˚al for struktur og dynamik, og termodynamiske størrelser invariante. I Gnan
et al. (2009) diskuteres forskellige m˚ader, at genkende isomorfer i faseplanet for
en væske, og den m˚ade der anvendes i denne rapport (og i de fleste andre pup-
likationer), er, at isomorfe linjer er kurver med konstant konfigurationel entropi.
En stor del af specialearbejdet har best˚aet i at lave en lang række compu-
tersimuleringer af systemer af partikler med vekselvirkning givet ved det ekspo-
nentielle potentiale. Denne type af computersimuleringer laves med molekylær
dynamisk simulering (MD-simulering). At anvende simuleringer i fysik kan ikke
erstatte eksperimenter, men det kan udgøre et supplement, der kan udforske
konsekevenser af en teori og inspirere til udvikling af nye teorier, der s˚a kan
afprøves eksperimentelt. Det er s˚aledes form˚alstjenestligt at lave simuleringer,
men det er centralt, at ihukomme, at simuleringer ikke er virkeligheden og derfor
ikke kan erstatte eksperimentet.
I modeldannelsen reduceres kompleksiteten af det system der undersøges og
simuleres. Dette gøres ved en række antagelser, blandt andet reduceres de kvan-
temekaniske effekter til at medføre en frastødende kraft mellem partiklerne, som
aftager eksponentielt med afstanden. Dynamikken i systemet antages herefter
at være givet ved klassisk mekanik. Interaktionerne mellem partiklerne i væsken
reduceres alts˚a til udelukkede at udgøres af et par-potentialet. Til trods for den-
ne markante simplificering kan der opn˚as resultater med MD-simuleringer, som
kan relateres til virkelige systemers termodynamiske egenskaber, og herved kan
der ved MD-simuleringer opn˚as erkendelser som kan testes eksperimentelt (Al-
len og Tildesley, 1987).Simplificeringen af systemet til et par-potentiale betyder,
1Kurver i faseplanet langs hvilke alle punkter er isomorfe
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at den potentielle energi i systemet kun afhænger af de parvise placeringer af
partiklerne, og der ses s˚aledes bort fra triplet placeringer, kvartet placeringer,
osv. Dette skyldes at det er meget computerkrævende at inkludere disse og end-
videre viser resultaterne at en realistisk væskedynamik kan simuleres uden Allen
og Tildesley (1987).
1.1 Oprindelsen af det eksponentielle potentiale
Som nævnt ovenfor s˚a er det begrænset hvor meget der er lavet om det eks-
ponentielle potential i nyere tid. I det følgende vil potentialet oprindelse blive
belyst.
I 1931 publicerede Max Born og Joseph E. Mayer artiklen ”Zur Gittertheorie
der Ionenkristalle”(Born og Mayer, 1931), hvori de opskriver et udtryk for git-
terenergien i en ionkrystal, som har en struktur svarende til det, vi i dag kender
som par-potentialer. Dette ”par-potentiale”, best˚ar af to dele: En repulsiv del
og en tiltrækkende del. Den tiltrækkende del stammer fra London-kræfterne
og den repulsive del modelleres med det eksponentielle potentiale2. I artiklen
præsenteres den eksponentielle form p˚a den repulsive del, som et opgør med en
hidtidig praksis med at anvende potensfunktioner. Herved kan Born og Mayer
opn˚a at de indg˚aende parametres værdier har mindre variation og det nævnes
desuden at det i større grad er i tr˚ad med kvantemekaniske resultater, men dette
uddybes ikke yderligere.
E´t af de potentialer, der anvender en potensfunktion til at modellere den re-
pulsive del er Lennard-Jones-potentialet (LJ-potentialet), som publiceres i Jones
(1924) og løbende herefter revideres i forhold til parameterværdier. I Bucking-
ham (1938) findes en tidssvarende diskussion af de forskellige udtryk for par-
potentialer der er i vælten i 1938. I moderne litteratur henviser Buckingham-
potentialet til samme potentialform som Born-Mayer potentialet. Et argument
for Buckingham til at anvende en eksponentiel funktion som erstatning for po-
tensfunktionen i LJ-potentialet er, at det passer til kurver for interaktionen
baseret p˚a eksperimentelle data(Buckingham, 1938); men det er tilsyneladende
almindeligt accepteret, at den repulsive del af potentialet bør inkludere en form
for eksponentialfunktion, med henvisning til kvantemekanikken. Der er derimod
ikke enighed om, hvor vigtigt det er, og hvilken form denne funktion skal have.
P˚a denne tid baserer arbejdet med potentialerne sig p˚a, at de skal kunne fittes til
m˚aledata - for eksempel publiceres i 1968 en artikel, som angiver parametervær-
dier for atomer med atomnummer fra Z = 2 til Z = 105 til potentialet af formen
v(r) = A exp (−br) i intervallet fra ∼ 1.5a0 til ∼ 3.5a0, hvor a0 = 0.52917A˚ er
Bohr radius. Det nævnes, at den øvre intervalgrænse er et forsigtigt nedre esti-
mat, og at grænsen generelt kan rykkes op til ∼ 6a0 og over (Abrahamson, 1969).
2Dog benyttes anden notation i artiklen.
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1.2 Potentialer uden attraktion
I artikelserien hvor isomorfteorien udledes (Bailey et al. (2008a,b), Schrøder
et al. (2009), Gnan et al. (2009), Schrøder et al. (2011)) tages afsæt i invers-
power-law potentialer (IPL-potentialer). Disse potentialer best˚ar udelukkende af
den repulsive del af et generaliseret Lennard-Jones-potentiale. P˚a tilsvarende vis
undersøges i dette speciale-arbejde kun den repulsive del af Born-Mayer poten-
tialet3. Umiddelbart kan det virke kontraintuitivt at have potentialer uden den
attraktive del, da der s˚a ikke er noget, der holder systemet sammen: Ligevægten
vil være, at alle partikler befinder sig uendeligt langt fra hinanden, da det mini-
merer den potentielle energi. Dette forhindres dog af, at systemet er placeret
indenfor rammer i form af en begrænsning for, hvor partiklerne kan udbrede
sig. Det er den samlede kraft p˚a en partikel der styrer dynamikken (Bøhling
et al., 2013). Det vises i Bailey et al. (2008b) at dynamikken af LJ-potentialet
kan approksimeres med et par-potentiale af formen v(r) = Ar−18 +B+Cr. Det
ses, at den attraktive del af potentialet er reduceret til et lineært led, og at den
repulsive del aftager med r−18. At det ikke aftager med r−12 skyldes, at LJ-
potentialet i den intermolekylære afstand partiklerne typisk befinder sig i, har
bidrag fra s˚avel det repulsive r−12 led og det attraktive r−6 led. Fluktuationerne
i dette par-potentiale er udelukkende styret af den repulsive del (Bailey et al.,
2008b), hvilket bekræfter, at potentialer uden attraktion (her IPL-potentialer)
er fysisk relevante. N˚ar tætheden af partiklerne er tilpas stor, vil dynamikken
i systemet være styret af den repulsive del af potentialet. Dette forklarer, at
undladelsen af den attraktive del af potentialet ikke har betydning i forhold til,
at modellere dynamikken i systemet.
Undladelsen af den attraktive del har den force, at det simplificerer modellen
og reducerer antallet af parametre: LJ-lignende potentialer kan reduceres til at
have fire parametre, og IPL-potentialer har to.
1.3 Problemfelt
Ved opstarten af dette specialearbejde var der ingen viden om, hvordan fasepla-
net for det eksponentielle potentiale ville se ud. Den første opgave var derfor,
at afdække om potentialet havde omr˚ader med stærk korrelation og hvor. Efter
en indledende afsøgning der viste eksistensen af fasepunkter med stærk korrela-
tion, blev det oplagte spørgsm˚al om, der kunne findes isomorfe fasepunkter og
om isomorfe linjer kunne dannes.
I forløbet med at lave simuleringer i udvalgte fasepunkter blev det opdaget, at
systemet kunne krystalliserer. Derfor søger dette speciale at: Lave en analytisk
og numerisk karakteristik af det eksponentielle potentiale.
Analytisk karakteriseres potentialet ved at finde et udtryk for isomorfer 4 i fase-
planet (ρ˜, T˜ ). Den numeriske karakteristik indebærer en undersøgelse af korre-
lationen mellem fluktuationer i den potentielle energi og virialet, og hældningen
3eller den repulsive del af Buckingham-potentialet
4kurver med konstant konfigurationel entropi
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af korrelationen: γ = 〈∆W∆U〉〈(∆U)2〉 , for en række fasepunkter.
P˚a denne baggrund bliver specialets problemformulering:
I hvilke omr˚ader af faseplanet har det eksponentielle potentiale stærk kor-
relation i væskefasen - og hvordan ser isomorferne i dette omr˚ade ud og kan
koeksistenskurven beskrives ved en isomorf?
1.4 Opbygning af rapporten
Rapport indledes med at introducere isomorfteorien. Introduktionen vil være
holdt generel, men til slut i kapitlet er det nødvendigt at afgrænse gyldigheden
af de udledte resultater til det eksponentielle potentiale.
I det efterfølgende kapitel gives en introduktion til MD-simuleringer og til de
overvejelser og valg der er forbundet med at lave MD-simuleringer. Herefter
fortsætter kapitlet med en redegørelse for udvalgte par-potentialer, hvor ogs˚a
det eksponentielle potentiale defineres.
Herefter kommer et kapitel om det anvendte simuleringssetup. Her præsenteres
og diskuteres de valg der er truffet i forhold til de udførte simuleringer.
Resultaterne præsenteres i det efterfølgende kapitel. Først udforskes systemet
langs en isoterm, en isochor og en isomorf, herefter undersøges det om koeksi-
stenskurven er en isomorf. Afslutningsvis præsenteres resultatet af en systema-
tisk afdækning af faseplanet.
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Kapitel 2
Isomorfer
Dette kapitel indledes med et afsnit om reducerede enheder, da det viser at
være en god ide´ at gøre alle størrelser enhedsløse. Dernæst beskrives isomorfer,
som er en linje i tilstandsrummet (faserummet) for et potentiale, langs hvilken
det for alle tilstandspunkter gælder at strukturen og dynamikken af systemet er
ens. IPL-potentialer er de eneste der har eksakte isomorfer hvorfor de vil indg˚a i
denne gennemgang. Det bliver kort berørt hvordan der for andre potentialer kan
findes et approksimativt IPL-potentiale som kan udnyttes til at finde isomorfer
ogs˚a for disse potentialer. Afslutningsvis udledes der et udtryk for isomorfer i
det eksponentielle potentiale.
Gennemgangen vil i store træk bygge p˚a Gnan et al. (2009). Desuden bruges
Hansen og McDonald (2006) og Allen og Tildesley (1987).
2.1 Reducerede enheder
Der findes flere forskellige m˚ader at reducere enhederne i et system. En udbredt
reduktion er en Lennard-Jones-reduktion, hvor LJ-potentialets parametre re-
duceres mest muligt. I denne rapport anvendes en anden form for reduktion.
Det er en reduktion baseret p˚a de makroskopiske størrelser: Energi (E), længde
(l) og tid (t). Reduktionen udføres ved anvendelse af systemets temperatur T ,
densitet ρ og gennemsnitsmassen af partikler i systemet m:
E˜ =
E
E0
hvor E0 = kBT (2.1.1)
l˜ =
l
l0
hvor l0 = ρ
−1/3 (2.1.2)
t˜ =
t
t0
hvor t0 = ρ
−1/3
√
m
kBT
(2.1.3)
m˜ =
mi
m
(2.1.4)
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At en enhed er reduceret symboliseres ved en tilde over symbolet for den redu-
cerede størrelse. Flere eksempler p˚a reducerede størrelser kan ses i Gnan et al.
(2009).
Det eksponentielle potentiale indeholder to karakteristiske størrelser: En ener-
gi  og en længde σ, og ved anvendelse af disse karakteristiske størrelser kan
systemets temperatur og densitet reduceres:
T˜ =
kBT

ρ˜ = ρσ3
Som det ses af ovenst˚aende er temperaturen reduceret ved at sammenkoble
(dividere) temperatur og den karakteristiske energi . Ved at multiplicere tem-
peraturen med Boltzmanns konstant1 opn˚as, at T˜ er enhedsløs. Tilsvarende
reduceres densiteten ved brug af den karakteristiske længde σ. P˚a denne m˚ade
kan det undg˚as, at man kommer til at lave flere simuleringer af samme punkt i
faseplanen (hvis s˚avel temperatur og  ændres). I simuleringerne i denne rapport
vil temperatur og densitet blive fastholdt til værdien e´n, og faseplanet blive ud-
forsket ved at variere p˚a parametrene i potentialet. Dette vil uddybes i senere
kapitler.
ρ˜ = ρσ3 ⇔ σ =
(
ρ˜
ρ
)1/3
→ σ = ρ˜1/3 for ρ = 1 (2.1.5)
T˜ =
kBT

⇔  = kBT
T˜
→  = T˜−1 for T = 1 (2.1.6)
Det eksponentielle potentiale kan reduceres p˚a følgende m˚ade:
v˜ (r˜) =
v (r˜)
kBT
(2.1.7)
=

kBT
e−
r˜ρ
− 1
3
σ (2.1.8)
=
1
T˜
e−r˜ρ
− 1
3 ( ρρ˜ )
1
3
(2.1.9)
=
1
T˜
e−r˜ρ˜
− 1
3 (2.1.10)
2.2 Definition af isomorfer
Definitionen af isomorfe tilstandspunkter bygger p˚a deres reducerede mikro-
struktur r˜i = ρ
1/3ri. Notationsmæssigt indføres at
r˜N =
ρ1/3x1ρ1/3y1
ρ1/3z1
 ,
ρ1/3x2ρ1/3y2
ρ1/3z2
 , . . . ,
ρ1/3xNρ1/3yN
ρ1/3zN
 (2.2.1)
1Det defineres at kB = 1.
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og at rN,(1) henviser til de N stedvektorer for partikel et.
Hvis det for to tilstandspunkter gælder, at hver gang deres fysisk relevante redu-
cerede mikrostruktur er ens r˜
(1)
i = r˜
(2)
i , s˚a er deres konfigurationelle Bolzmann-
faktorer proportionale:
e−U(r
(1)
1 ,...,r
(1)
N
)/kBT1 = C12e
−U(r(2)1 ,...,r(2)N )/kBT2 (2.2.2)
hvor C12 kun er afhængig af de to tilstandspunkter og dermed ikke af den
mikroskopiske konfiguration (Gnan et al., 2009).
IPL-væsker spiller en særlig rolle i isomorf-teorien, da det kun er IPL-væsker,
der har perfekte isomorfer. En IPL-væske er defineret ved at par-potentialet kan
skrives som:
v(r) = r−n (2.2.3)
og dermed gælder om den samlede potentielle energi i systemet, at:
U(rN ) ∝ (rN)−n (2.2.4)
For to isomorfe tilstandspunkter kan de konfigurationelle Boltzmann-faktorer
opskrives (ligning 2.2.2) og omskrives til:
−U
(
rN,(1)
)
kBT1
= ln(C12)−
U
(
rN,(2)
)
kBT2
U
(
rN,(1)
)
= − ln(C12)kBT1 + U
(
rN,(2)
) T1
T2
U
((
ρ2
ρ1
)1/3
rN,(2)
)
= − ln(C12)kBT1 + U
(
rN,(2)
) T1
T2
(2.2.5)
((
ρ2
ρ1
)1/3
rN,(2)
)−n
= − ln(C12)kBT1 +
(
rN,(2)
)−n T1
T2(
ρ1
ρ2
)n/3 (
rN,(2)
)−n
= − ln(C12)kBT1 +
(
rN,(2)
)−n T1
T2
(2.2.6)
Ligning 2.2.5 fremkommer ved at udnytte følgende omskrivning:
r˜i
(1) = r˜i
(2)
⇔ ρ1/31 r(1)i = ρ
1/3
2 r
(2)
i
⇔ r(1)i =
ρ
1/3
2
ρ
1/3
1
r
(2)
i
Fra ligning 2.2.6 sluttes, at C12 = 1. Dette indses ved at erindre, at der per
definition gælder, at C12 er konstant langs en isomorf og dermed temperatur-
uafhængig. Udtrykket kan nu reduceres og omskrives:(
ρ1
ρ2
)n/3
=
T1
T2
ρ
n/3
1
T1
=
ρ
n/3
2
T2
(2.2.7)
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2.3 Det kanoniske ensemble
I dette afsnit vises, at tilstandssum, sandsynlighedsfunktion og termodynamisk
potentiale kan opdeles i en kinetisk del, der opfører sig som en idealgas, og en
konfigurationel del, der kun afhænger af systemets mikrokonfiguration og ikke
impulsen. P˚a dette grundlag kan struktur og dynamik reduceres.
Da systemerne i denne rapport baserer sig p˚a antagelsen om, at vi kan reg-
ne klassisk mekanisk p˚a dem, er de derfor i udgangspunktet deterministiske
og reversible, s˚a position (rN ≡ r1, . . . , rN ) og impuls (pN ≡ p1, . . . ,pN ) for
hver partikel i systemet til et givet tidspunkt, er tilstrækkelig information til at
beskrive systemet i fortid og fremtid. Systemet kan beskrives ved sin Hamilton-
operator:
H(rN ,pN ) = K(pN ) + U(rN ) =
∑
i
p2i
2mi
+ U(rN ) (2.3.1)
hvor K(pN ) =
∑
i
p2i/2mi er summen af den kinetiske energi af alle partiklerne
og U(rN ) er den samlede potentielle energi fra partiklernes vekselvirkninger
(Hansen og McDonald, 2006).
Sandsynlighedsfunktionen for et kanonisk ensemble af ens sfæriske partikler
i ligevægt er ifølge for eksempel Hansen og McDonald (2006) givet ved:
P (rN ,pN) = 1
N !
1
h3N
e
−H(rN,pN)
kBT
QN
(2.3.2)
, hvor h er Plancks konstant og QN er tilstandssummen for det kanoniske en-
semble, som er givet ved:
QN =
1
N !
1
h3N
∫ ∫
e−H(r
N,pN)/kBTdrNdpN (2.3.3)
. I udtrykkene for b˚ade sandsynlighedsfunktionen og tilstandssummen indg˚ar
Hamilton-operatoren, og da denne kan opdeles i en kinetisk del og en potentiel
del gælder det samme for sandsynlighedsfunktionen og tilstandssummen (Al-
len og Tildesley, 1987). Tilstandssummens kinetiske bidrag kaldes QidN , da det
svarer til tilstandssummen for en idealgas og det potentielle bidrag kaldes QexN .
Opdelingen indses ved:
QN =
1
N !
1
h3N
∫ ∫
e−H(r
N,pN)/kBTdrNdpN
=
1
N !
1
h3N
∫
e−K(p
N)/kBTdpN
∫
e−U(r
N)/kBTdrN
= QidNQ
ex
N (2.3.4)
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Sandsynlighedsfunktionen kan nu tilsvarende opdeles:
P (rN ,pN) = 1
N !
1
h3N
e
−H(r
N,pN)
kBT
QN
=
1
N !
1
h3N
e
−(K(pN)+U(rN))
kBT
QidNQ
ex
N
=
1
N !
1
h3N
e
−K(pN)
kBT
QidN
e
−U(rN)
kBT
QexN
= P (pN)P (rN) (2.3.5)
Derved kan enhver termodynamisk funktion, der findes ved differentation af
F med hensyn til enten V eller T tilsvarende opdeles i en ideal (kinetisk) del og
en konfigurationel (potentiel) del. (Hansen og McDonald, 2006).
I det kanoniske ensemble er det termodynamiske potentiale ”Helmholtz frie
energi”, som kan findes ved:
F = U − TS (2.3.6)
og
F = −kBT ln (QN ) = −kBT ln
(
QidNQ
ex
N
)
(2.3.7)
2.3.1 Den kinetiske del
I det følgende udledes udtryk for idealgas bidraget til tilstandssummen og det
termodynamiske potentiale - Helmholtz frie energi. Fra ligning 2.3.7 ses at Helm-
holtz frie energi kan skrives som summen af to led: F id = −kBT ln
(
QidN
)
og
F ex = −kBT ln (QexN ). Helmholtz frie energi for en idealgas kan bestemmes ud
fra tilstandssummen for en idealgas, som kan findes ved:
QidN =
(
Qid1
)N
N !
=
(
(2pimkBT )
3/2
h3 V
)N
N !
=
(2pimkBT )
3N/2
h3NN !
V N
=
1
Λ3NN !
V N (2.3.8)
hvor Qid1 =
(2pimkBT )
3/2
h3 V er tilstandssummen for et enkelt atom, og Λ =
h√
2pimkBT
er den termiske de Broglie bølgelængde. Derved kan Helmholtz frie
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energi findes ved:
F id = −kBT ln
(
QidN
)
= −kBT ln
(
V N
Λ3NN !
)
= −kBT
(
ln
(
V N
Λ3N
)
− ln (N !)
)
(2.3.9)
= −NkBT
(
ln
(
V
Λ3
)
− ln
(
N
e
))
= NkBT ln
(
N
V
Λ3
e
)
= NkBT ln
(
ρΛ3
e
)
(2.3.10)
I ligning 2.3.9 er Stirlings approksimation anvendt.
2.3.2 Den konfigurationelle del
N˚ar idealgasbidraget er kendt, kan der udledes udtryk for den konfigurationelle
del af tilstandssummen, sandsynlighedsfunktionen og Helmholtz frie energi:
QexN = V
−N
∫
e
−U(r
N)
kBT drN (2.3.11)
P (rN) = e−U(r
N)
kBT
QexN
=
e
−U(r
N)
kBT∫
e
−U(rN )kBT drN
V N (2.3.12)
F ex = −kBT ln (QexN ) = −kBT ln
(
V −N
∫
e
−U(r
N)
kBT drN
)
(2.3.13)
Det bemærkes, at P ikke er en sandsynlighedsfunktion i matematisk forstand,
da den ikke er normeret. Normering gøres ved at bestemme normeringsfaktor:
P (rN) = e−U(r
N)
kBT∫
e
−U(rN )kBT drN
V N
⇔
∫
P (rN) drN = ∫ e−U(r
N)
kBT drN∫
e
−U(rN )kBT drN
V N
⇔ V −N
∫
P (rN) drN = 1 (2.3.14)
Som det ses er normaliseringsfaktoren V −N .
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Det bemærkes, at det for alle tre størrelser gælder, at de kan splittes op i et
bidrag fra en idealgas ved samme tilstand (densitet og temperatur) og et bidrag,
der udelukkende bestemmes af konfigurationen af partiklerne. I det følgende ses
p˚a det konfigurationelle bidrag, hvis ikke andet eksplicit fremg˚ar. I det følgende
udledes sandsynlighedsfunktionen i reducerede enheder.
2.3.3 Reduktion af sandsynlighedsfunktionen
For at indse, at strukturen er invariant langs en isomorf, reduceres sandsynlig-
hedsfunktionen ved, at sandsynlighedsfunktionen opskrives med reduceret af-
stand og udtrykket integreres og reduceres mest muligt:
P (r˜N) = e−U(r˜
N)
kBT
QexN
=
e
−U(r˜
N)
kBT∫
e
−U(r˜N )kBT drN
V N
⇔
∫
P (r˜N) dr˜N = ∫ P (ρN/3rN) d(ρN/3rN)
=
∫
P
(
ρ
N/3rN
)
ρNdrN
= ρN
∫
P
(
ρ
N/3rN
)
drN
= ρNV N = NN (2.3.15)
Ud fra ovenst˚aende kan en reduceret sandsynlighedsfunktion defineres ved at
bruge N−N som normaliseringsfaktor:
P˜ (r˜N) ≡ P (r˜N)N−N (2.3.16)
I det følgende vises, at den reducerede sandsynlighedsfunktion er invariant langs
en isomorf. Lad der være givet to tilstandspunkter (ρ1, T1) og (ρ2, T2) p˚a en
isomorf. Da gælder at ρ
1/3
1 r
(1)
i = ρ
1/3
2 r
(2)
i ⇔ r˜(1)i = r˜(2)i . Den reducerede sand-
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synlighedsfunktion for tilstandspunkt 1 opskrives:
P˜ (r˜N1 ) = N−N e−
U(r˜N1 )
kBT1∫
e
−U(r˜
N
1 )
kBT1 drN
V N
=
ρ−Ne−
U(r˜N1 )
kBT1
ρ−N
∫
e
−U(r˜
N
1 )
kBT1 dr˜N
=
e
−U(r˜
N
1 )
kBT1∫
e
−U(r˜
N
1 )
kBT1 dr˜N
(2.3.17)
=
C12e
−U(r˜
N
2 )
kBT2∫
C12e
−U(r˜
N
2 )
kBT2 dr˜N
(2.3.18)
= P˜ (r˜N2 ) (2.3.19)
fra ligning 2.3.17 til 2.3.18 anvendes definitionen af isomorfe tilstandspunkter
(ligning 2.2.2 p˚a side 19).
Udledning af udtryk for virialet
Virialet kan p˚a tilsvarende vis opdeles i to bidrag: e´t fra de ydre kræfter p˚a
systemet og et fra de indre kræfter. Det vises, at det ydre bidrag giver idealgas-
ligningen, mens det indre bidrag er det konfigurationelle bidrag til trykket. Ud-
ledning følger i store træk udledning i Hansen og McDonald (2006). Først defi-
neres temperaturen til senere anvendelse.
Sammenhængen mellem temperaturen (T ) og den kinetiske energi (K) i et N-
partikelensemble med tre frihedsgrader per partikel er givet ud fra ækviparti-
tionsprincippet2:
K(t) =
3
2
NkBT (t) (2.3.20)
Herfra kan et udtryk for systemets temperatur defineres:
T (t) =
2
3NkB
K(t) =
1
3NkBm
∑
i
p2i (2.3.21)
2Det antages, at vi er i den klassiske grænse, og det erindres, at den kinetiske energi derfor
er givet ved en kvadratisk størrelse: v2.
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Temperaturen defineres nu som tidsmidlet af T (t):
T ≡ 〈T 〉t = lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
T (t)dt
= lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
1
m3NkB
∑
i
pi(t)
2dt
=
1
m3NkB
lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
∑
i
pi(t)
2dt (2.3.22)
Energi i systemet kan defineres som:
V(rN ) ≡
∑
i
riFi (2.3.23)
og p˚a samme m˚ade som med temperaturen udledes et udtryk for tidsmidlet:
〈V〉t = lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
∑
i
ri(t) · Fi(t)dt
= lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
∑
i
ri(t)m · r¨i(t)dt
= lim
τ→∞
1
τ
([∑
i
mri(t)r˙i(t)
]τ
0
−
∫ τ
0
∑
i
m · r˙i(t)2dt
)
(2.3.24)
=
A
∞ − limτ→∞
∫ τ
0
∑
i
m · r˙i(t)2dt hvor A er en konstant
= − lim
τ→∞
∫ τ
0
∑
i
m · r˙i(t)2dt
= − 1
m
lim
τ→∞
∫ τ
0
∑
i
pi(t)
2dt
= −3NkBT (2.3.25)
hvor ligning 2.3.24 fremkommer ved partiel integration. Det bemærkes at
−3NkBT = −2〈K〉t
, hvilket alts˚a giver at
〈V〉t = −2〈K〉t (2.3.26)
Det er ikke overraskende at energien V er to gange den kinetiske energi i sy-
stemet. A˚rsagen er newtons tredje lov der gør, at alle kræfter tælles dobbelt
med: en gang for aktion og en gang for reaktion. Da systemet holdes samlet
og afgrænset ved, at være i en kasse, s˚a kan energien opdeles i to led: et led,
der kommer fra kræfterne mellem partiklerne Vint, og et led, der kommer fra
de kræfter, kassen p˚avirker systemet med Vext. Det andet led kan relateres di-
rekte til trykket P : Den kraft, der ydes af et overfladeelement dS p˚a position r
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er givet som: −PndS, hvor n er en enhedsvektor orienteret ud fra overfladen.
Bidraget fra overfladesegmentet til energien kan nu findes: F ·r = −PrndS. Ved
at integrere over hele overfladen f˚as det samlede Vext:
Vext = −P
∮
S
rndS
= −P
∫
V
∇rdV
= −3PV (2.3.27)
hvor ligning 2.3.27 fremkommer ved divergensteoremet. Nu kan venstresiden af
ligning 2.3.26 omskrives:
−2〈K〉t = 〈V〉t = 〈Vint〉t + 〈Vext〉t
= 〈Vint〉t − 3PV (2.3.28)
fra ækvipartitionsprincippet har vi at 〈K〉t = 32NkBT , og indsættes dette f˚as:
−23
2
NkBT = 〈Vint〉t − 3PV
⇔ PV = NkBT + 1
3
〈Vint〉t
⇔ PV = NkBT + 1
3
〈∑
i
r
(−∇iU(rN (t)))〉
t
⇔ PV = NkBT − 1
3
〈∑
i
r∇iU(rN (t))
〉
t
(2.3.29)
Fra det sidste led i ligning 2.3.29 defineres
W (t) ≡ −1/3
∑
i
ri∇riU(r1, . . . , rN ) (2.3.30)
2.3.4 Reduktion af den radiale fordelingsfunktion: g(r)
Den radiale fordelingsfunktion for et system angiver i hvor høj grad systemets
struktur afviger fra total tilfældighed (Hansen og McDonald, 2006). Den ra-
diale fordelingsfunktion er e´n ud af flere mulige fordelingsfunktioner, og det
viser sig, at alle disse fordelingsfunktioner er invariante langs en isomorf. I
det følgende vil der i stil med fremgangsm˚aden i Hansen og McDonald (2006)
først blive introduceret en n-partikel densitet (ρ
(n)
N (r
n)), ved hjælp af hvil-
ken n-partikelfordelingsfunktionen (g
(n)
N (r
n)) indføres. Det vil blive vist, at n-
partikelfordelingsfunktionen er invariant langs en isomorf, hvoraf det vil ses,
at den radiale fordelingsfunktion ogs˚a er isomorf invariant, da den svarer til
par-partikel fordelingsfunktionen (g
(2)
N (r12) hvor r12 =| r2− r1 |). Først til den-
siteten:
ρ
(n)
N (r
n) ≡ N !
(N − n)!P
(n) (rn) (2.3.31)
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hvor P(n) (rn) er en normeret sandsynlighedsfunktion for den formindskede3
konfiguration. Det vil sige at n partikler er udvalgt, og de resterende (N − n)
partikler frit kan indtage positioner. og er givet ved:
P(n) (rn) =
∫
e−U(r
N)/kBTdr(N−n)∫
e−U(r
N)/kBTdr(N)
(2.3.32)
Ligning 2.3.31 skal fortolkes som sandsynligheden for, at n partikler er p˚a plad-
serne r1, . . . , rn. Faktoren
N !
(N−n)! er antallet af m˚ader, n-partikler kan udtages
af N n˚ar der holdes regnskab med rækkefølgen og er dermed ikke afhængig af
tilstandspunktet. Nu kan n-partikel fordelingsfunktionen defineres:
g
(n)
N (r
n) ≡ ρ
(n)
N (r
n)
Πni=1ρ
(1)
N (r
n)
(2.3.33)
Som det ses, kan det vises, at n-partikelfordelingsfunktionen er invariant p˚a en
isomorf, hvis den normerede sandsynlighedsfunktion for den formindskede kon-
figuration er invariant. At P(n) (rn) er normeret betyder, at ∫ P(n) (rn) drn = 1.
Dermed kan en reduceret sandsynlighedsfunktion for den formindskede konfigu-
ration defineres ved:
P˜(n) (r˜n) =
∫
e−U(r˜
N)/kBTdr˜(N−n)∫
e−U(r˜
N)/kBTdr˜(N)
(2.3.34)
I det følgende vises, at den reducerede sandsynlighedsfunktion for den formind-
skede konfiguration er en isomorf invariant.
Lad der være givet to tilstandspunkter (ρ1, T1) og (ρ2, T2) langs en isomorf, da
gælder igen, at de to tilstandspunkters reducerede konfigurationer er ens, og at
deres Boltzmann-faktorer er proportionale.
P˜(n) (r˜n1 ) =
∫
e−U(r˜
N
1 )/kBT1dr˜1
(N−n)∫
e−U(r˜
N
1 )/kBT1dr˜
(N)
1
=
∫
C12e
−U(r˜N2 )/kBT2dr˜2(N−n)∫
C12e−
U(r˜N2 )/kBT2dr˜
(N)
2
= P˜(n) (r˜n2 ) (2.3.35)
Heraf følger s˚a at n-partikel densitetsfunktionen er invariant, og dermed at n-
partikel fordelingsfunktionen - herunder den radiale fordelingsfunktion - er in-
variant p˚a en isomorf. Ved at sætte n = 2, udnytte, at ρ1N (r) = ρ i en uniform
væske, og reducere kan det ses, at den radiale fordelingsfunktion kan findes ved:
g(r) =
N(N − 1)
ρ2
∫
e−U(r
N)/kBTdr(N−2)∫
e−U(r˜
N)/kBTdr(N)
(2.3.36)
3formindsket bruges som synonym for reduceret, da reduceret i denne sammenhæng hen-
viser til reducerede enheder. Anvendelsen her afspejler en formindskelse/reduktion i antallet
af partikler sandsynlighedsfunktionen omfatter.
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Den radiale fordelingsfunktion kan anvendes til at bestemme en række andre
størrelser blandt andet strukturfaktoren.
2.3.5 Reduceret dynamik
Den kraft, der p˚avirker en partikel, er til ethvert tidspunkt fuldstændigt be-
stemt ved par-potentialet - og dermed ud fra afstandene til de øvrige partikler.
Det betyder, at n˚ar der for to isomorfe tilstandspunkter gælder at deres redu-
cerede mikrostruktur er ens, s˚a m˚a de reducerede kræfter der virker ogs˚a være
ens. Nedenfor reduceres kraften (F˜i) ved at reducere masse ved division med
gennemsnitsmassen, tiden ved division med t0 =
√
m/(kBT)
ρ1/3 og positionen med
division med l0 = ρ
−1/3:
F˜i = m˜i
d2r˜i
dt˜2
=
mi
m
d2
(
ρ1/3ri
)
d tt0
2
=
mi
m
t20ρ
1/3 d
2ri
dt2
=
1
kBT
1
ρ1/3
mi
d2ri
dt2
=
1
kBTρ
1/3
Fi (2.3.37)
Det bemærkes at F˜ er enhedsløs. At kraften er invariant p˚a en isomorf indses i
ligning 2.3.41 p˚a side 29.
Den potentielle energi U(rN ) er p˚a den ene side tilstandsafhængig, og p˚a den
anden side ved vi, at det for to isomorfe tilstandspunkter gælder, at deres
Boltzmann-faktorer er proportionale. P˚a dette grundlag antages, at den po-
tentielle energi kan opskrives som en sum af to led:
U
(
rN , ρ
)
= kBTfI(r˜
N ) + g(Q) (2.3.38)
hvor fI(r˜
N ) er en enhedsløs funktion af den reducerede mikrokonfiguration.
Ide´en er alts˚a, at forholdet U(r)/kBT kan bestemmes fra tilstandspunktet, og at
det kun er en konstant, der adskiller forholdet for punkter langs en isomorf. Der
m˚a derfor findes en funktion for den konstant, der skal bruges til at g˚a fra et
tilstandspunkt til et andet p˚a isomorfen. Det er med dette udgangspunkt, at
funktionen g(Q) defineres.
At den potentielle energi kan opdeles i to led som i ligning 2.3.38 retfærdiggøres
ved at undersøge, hvad det betyder for forholdet mellem Boltzmann-faktorerne
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for to isomorfe tilstandspunkter:
e−U(r
N,(1))/kBT1 = C12e
−U(rN,(2))/kBT2
⇔ e−(kBT1fI(r˜N,(1))+g(Q1))/kBT1 = C12e−(kBT2fI(r˜
N,(2))+g(Q2))/kBT2
⇔ e−fI(r˜N,(1))−g(Q1)/kBT1 = C12e−fI(r˜
N,(2))−g(Q2)/kBT2
⇔ e−fI(r˜N,(1)) · e−g(Q1)/kBT1 = C12e−fI(r˜
N,(2)) · e−g(Q2)/kBT2 (2.3.39)
Da de to tilstandspunkter ligger p˚a samme isomorf er r˜
(1)
i = r˜
(2)
i og ligning
2.3.39 kan reduceres til
e−g(Q1)/kBT1 = C12e−
g(Q2)/kBT2
⇔ eg(Q2)/kBT2−g(Q1)/kBT1 = C12 (2.3.40)
Og det ses som ønsket, at C12 kun afhænger af tilstandspunkterne og ikke mikro-
konfigurationen. Den potentielle energi kan alts˚a opdeles i en sum af to funktio-
ner: e´n, der afhænger af tilstandspunktet, og e´n, der er afhængig af mikrokonfi-
guration, og dermed er invariant langs en isomorf. Kraften findes som gradienten
af potentialet:
F˜i = −∇˜iU˜(r˜N )
= −∇˜i
(
fI(r˜
N ) +
g(Q)
kBT
)
= −∇˜ifI(r˜N ) (2.3.41)
og da r˜
(1)
i = r˜
(2)
i , er fI(r˜
N,(1)) = fI(r˜
N,(2)). Dermed følger af ligning 2.3.41, at
F˜1 = F˜2 (2.3.42)
hvilket fortæller, at dynamikken langs en isomorf er invariant. Ved at indføre
reducerede enheder ses det alts˚a, at n˚ar to tilstandspunkter er isomorfe, og mi-
krokonfigurationerne derfor skalerer ind i hinanden, vil kræfterne ogs˚a skalere
ind i hinanden. Dynamikken vil derfor være ens. Dette gælder ogs˚a for diffu-
sionskoefficienten D, som kan bestemmes ved
D =
∫
〈vx(0)vx(t)〉dt (2.3.43)
Dimensionsanalyse viser, at diffusionskoefficienten skal reduceres ved:
D˜ =
t0
l20
D =
√
m
kBT
ρ
1/3D (2.3.44)
2.4 Stærk korrelation
I afsnit 2.3.3 p˚a side 24 udledtes et udtryk for virialet ud fra tidsmidlet, men
udtrykket i 2.3.29 gælder ogs˚a til et givet tidspunkt. Det betyder, at virialet
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(W ) i ligning 2.3.30 p˚a side 26 kan beregnes til alle tidspunkter i simuleringen.
Tilsvarende kan den potentielle energi (U) bestemmes til alle tidspunkter. Det
gør, at korrelationen mellem U og W kan bestemmes ved:
R =
〈∆U∆W 〉√〈(∆W )2〉〈(∆U)2〉 (2.4.1)
hvor ∆U er differencen mellem den øjeblikkelige potentielle energi og det ter-
modynamiske gennemsnit. Tilsvarende for W . Stærkt korrelerende væsker er
væsker med en korrelationskoefficient > 0.9 (Schrøder et al., 2009). Da det for
IPL-potentialer gælder, at v(r) ∝ r−n følger det af ligning 2.3.30 p˚a side 26,
at W = n3U og dermed ∆W =
n
3 ∆U . Heraf ses det, at IPL-væsker har perfekt
korrelation (R = 1) og i medføre af ligning 2.2.6 p˚a side 19 ogs˚a perfekte iso-
morfer. For andre væsker gælder, at hvis de er stærkt korrelerende, s˚a har de
tilnærmelsesvis isomorfer. Der kan s˚aledes ikke forventes et fuldstændigt kollaps
af struktur og dynamik, men kun tilnærmelsesvist. En anden vigtig størrelse
er γ, som kan defineres p˚a forskellige m˚ader (se eventuelt i Gnan et al. (2009)).
I denne rapport defineres γ s˚a den konfigurationelle entropi er konstant. I tr˚ad
med Gnan et al. (2009) udledes her, at denne definition af γ er ensbetyden-
de med, at γ kan findes som hældningen af den lineære regression mellem den
potentielle energi og virialet:
γ =
〈∆W∆U〉
〈(∆U)2〉 (2.4.2)
En isomorf er en kurve i faseplanet (T˜ , ρ˜) hvor den konfigurationelle entropi er
konstant, det vil sige at:
0 = dSex (2.4.3)
og ved anvendelse af totaldifferentialet
0 =
(
∂Sex
∂T
)
V
dT +
(
∂Sex
∂V
)
T
dV (2.4.4)
Maxwell-relationen fortæller at:(
∂Sex
∂V
)
T,N
=
(
∂P ex
∂T
)
V,N
(2.4.5)
hvorved 2.4.4 kan omskrives:
0 =
(
∂Sex
∂T
)
V
dT +
(
∂P ex
∂T
)
V
dV
=
(
∂Sex
∂T
)
V
dT +
(
∂W
∂T
)
V
1
V
dV (2.4.6)
(2.4.7)
idet det strukturelle tryk (P ex) er givet ud fra virialet (W ) ved:
P ex =
W
V
(2.4.8)
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Ved omskrivningen d(ln(A)) = 1AdA, og ved at udnytte at d(ln(V )) = −d(ln(ρ))
kan 2.4.6 omskrives:
0 =
(
∂Sex
∂T
)
V
Td(ln(T )) +
(
∂W
∂T
)
V
d(ln(V ))
=
(
∂Sex
∂T
)
V
Td(ln(T ))−
(
∂W
∂T
)
V
d(ln(ρ)) (2.4.9)
Da dU = TdS − PdV er (
∂Sex
∂T
)
V
Td(ln(T ))
=
(
T∂Sex
∂T
)
V
Td(ln(T ))
=
(
∂U
∂T
)
V
d(ln(T )) (2.4.10)
Herved kan 2.4.9 omskrives til:(
d(ln(T ))
d(ln(ρ)
)
Sex
=
(
∂W
∂T
)
V(
∂U
∂T
)
V
(2.4.11)
Dette udtryk kan relateres til fluktationerne i den potentielle energi og virialet
ved midlet af den temperaturaflede af henholdsvis U og W . Udledningen kan
ses i bilag A: (
∂W
∂T
)
V
=
1
T 2
〈∆W∆U〉 (2.4.12)(
∂U
∂T
)
V
=
1
T 2
〈(∆U)2〉 (2.4.13)
Heraf kan det nu ses, at:
γ =
(
d(ln(T ))
d(ln(ρ))
)
Sex
=
(
∂W
∂T
)
V(
∂U
∂T
)
V
=
〈∆W∆U〉
〈(∆U)2〉 (2.4.14)
2.4.1 Isomorfer og γ
IPL-væsker har perfekt korrelation, hvorfor de er velegnede til at belyse sammen-
hængen mellem isomorfer og γ. For et Invers-power-law potentiale med ekspo-
nenten n (nIPL-potentiale) gælder, at ∆W (t) = γ∆U(t) hvor γ = n/3 (Schrøder
et al., 2011). For andre potentialer kan γ findes ved at udnytte, at potenti-
alet kan approksimeres ved et IPL-potentiale med eksponent n = n(2), hvor
n(2) = −2− r v′′′(r)v′′(r) . Derved f˚as at γ ≈ n(2)/3. Denne fremgangsm˚ade gennemg˚as
i Bøhling et al. (n.d.). Mere generelt vises i Ingebrigtsen, Bøhling, Schrøder og
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Dyre (2012), at temperaturen er produktet af en funktion af den strukturelle
entropi og en funktion af densiteten:
T = f(s)h(ρ) (2.4.15)
hvor s = S/N og S er den strukturelle entropi. Fra ligning 2.4.15 ses, at langs
isomorfer gælder at
h(ρ)
T
= konstant (2.4.16)
da den strukturelle entropi er invariant langs en isomorf. For IPL-væsker gæl-
der at h(ρ) = ργ (Ingebrigtsen, Bøhling, Schrøder og Dyre, 2012), og derfor
ργ/T = konstant, hvilket stemmer med ρ
n/3
/T = konstant.
I faseplanet kan isomorfe kurver frembringes ud fra ligning 2.4.16 p˚a side 32,
hvis udtrykket for h(ρ) er kendt. Desværre er det ikke altid muligt for alle po-
tentialer at bestemme h(ρ), hvorfor andre metoder til at finde isomorfer m˚a
anvendes. Mulige metoder er densitetsskalering, direkte isomorf check og ”long
density jump”. De vil kort forklares nedenfor:
I densitetsskalering udnyttes det, at γ er tilnærmelsesvis konstant for sm˚a vari-
ationer i densiteten. Derved kan γ bruges til at bestemme den nye temperatur,
n˚ar densiteten ændres. Metoden kan anvendes for ændring i densitet p˚a ca. 1%.
Metoden er beskrevet i Schrøder et al. (2011).
Direkte isomorf check tager udgangspunkt i en simulering i et tilstandspunkt
(ρ, T ), hvorfra konfigurationen skaleres til en ny densitet, og den potentielle
energi bestemmes for den nye densitet. Ved at plotte den potentielle energi i de
to tilstandspunkter mod hinanden og bestemme hældningskoefficienten af bed-
ste rette linje f˚as skalafaktoren for temperaturen. Det indses ved, at hældningen
ud fra 2.2.2 ses at være forholdet mellem temperaturene i de to tilstandspunk-
ter. (Gnan et al., 2009)
”Long density jump”tager udgangspunkt i direkte isomorf check, men i stedet
for at bruge forholdet mellem temperaturene til at hoppe fra et punkt til et
andet, defineres forholdet til at være lig med en funktion af densiteten: h(ρ).
I denne rapport vil metoden ”long density jump”blive anvendt, da det for det
eksponentielle potentiale er muligt at udlede et udtryk for h(ρ).
2.4.2 Bestemmelse af h(ρ˜)
I dette afsnit udledes det udtryk der vil blive anvendt til at finde isomorfer i
faseplanet, hvorfor der skiftes notation til eksplicit at gøre rede for reducerede
enheder. Først bestemmes de anden og tredje ordens afledte af potentialet, da
de skal anvendes til at bestemme n(2)(Λ). Λ er en karakteristisk længde, som det
er nødvendigt at estimere. Der er endnu ikke en teoretisk forudsigelse p˚a, hvad
værdien bør være, hvorfor forskellige muligheder vil blive diskuteret i nærværen-
de rapport. Der findes tillige en diskussion i Bøhling et al. (n.d.). N˚ar n(2)(Λ)
er fundet løses differentialligningen d lnhd ln ρ˜ = γ(ρ˜) hvor γ
∼= n(2)(Λ)3 . Bestemmelse
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af den anden og tredje afledte af det eksponentielle potentiale:
v˜ (r˜) =
1
T˜
e−r˜ρ˜
− 1
3 (2.4.17)
v˜′ (r˜) = − 1
T˜ ρ˜
1
3
e−r˜ρ˜
− 1
3 (2.4.18)
v˜′′ (r˜) =
1
T˜ ρ˜
2
3
e−r˜ρ˜
− 1
3 (2.4.19)
v˜′′′ (r˜) = − 1
T˜ ρ˜
e−r˜ρ˜
− 1
3 (2.4.20)
Udledning af n(2)(Λ) for eksponential potentialet
n(2)(Λ) = −2− Λ v˜
′′′(r˜)
v˜′′(r˜)
= −2− Λ
− 1
T˜ ρ˜
e−r˜ρ˜
− 1
3
1
T˜ ρ˜
2
3
e−r˜ρ˜
− 1
3
= −2 + Λρ˜−1/3 (2.4.21)
Bestemmelse af h(ρ˜) uden evaluering af Λ
d lnh
d ln ρ˜
= γ(ρ˜) ∼= n
(2)(Λ)
3
=
−2 + Λρ˜− 13
3
⇔
∫
d ln(h) =
∫ (
−2
3
+ Λ
ρ˜−
1
3
3
)
d ln(ρ˜)
⇔ ln(h) = −2
3
ln(ρ˜) +
Λ
3
∫
ρ˜−
1
3 d ln(ρ) (2.4.22)
= −2
3
ln(ρ˜)− Λρ˜− 13 + k
⇔ h(ρ˜) = ce−2/3 ln(ρ˜)−Λρ˜−
1
3
= cρ˜−
2
3 e−Λρ˜
− 1
3 (2.4.23)
hvor integralet i ligning 2.4.22 løses s˚aledes:∫
ρ˜−
1
3 d ln(ρ˜) =
∫
e−
1
3 ln ρ˜d ln(ρ˜) = −3e− 13 ln ρ˜ = −3ρ˜−1/3
N˚ar h(ρ˜) er kendt, kan der ud fra et punkt i faseplanet (ρ˜, T˜ ) og ligning 2.4.16
p˚a side 32 dannes isomorfer, dog er Λ som nævnt ovenfor ukendt.
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Koeksistenskurve
Stærk korrelation i systemer forventes særligt i væskefasen tæt ved koeksisten-
kurven (for eksempel (Ingebrigtsen, Schrøder og Dyre, 2012)). Ud fra et mod-
strids argument ses, at koeksistenskurven forventes at være en isomorf. Hvis
ikke koeksistenskurven er en isomorf i et stærkt korrelerende system, s˚a m˚a
der findes isomorfer der krydser den og s˚aledes b˚ade g˚ar ind i væskefasen og
i krystalfasen. Det ma˚ betyde at der findes to isomorfe fasepunkter, hvor det
enes Boltzmannfaktor favoriserer krystalstruktur og det andets favoriserer væ-
skestruktur. Dette er i modstrid med, at det per definition gælder punkter p˚a en
isomorf, at ens mikrostruktur medfører proportionelle Boltzmannfaktorer. Der-
med m˚a koeksistenskurven være en isomorf og isomorfer tæt ved faseovergangen
m˚a være parallel med denne, hvilket ogs˚a fremg˚ar af Bailey et al. (27 August
(2013).
Kapitel 3
MD-simuleringer
I dette kapitel introduceres Molecular Dynamic (MD) simuleringer. Relevanskri-
teriet for introduktionen og gennemgangen er RUMD (Roskilde University Mo-
lecular Dynamics) som er den type MD-simulering, der er anvendt i nærværende
rapport.
MD-simuleringer er deterministiske og reversible, s˚a position (rN ≡ r1, . . . , rN )
og impuls (pN ≡ p1, . . . ,pN ) for hver partikel i systemet til et givet tidspunkt
er tilstrækkelig information til at beskrive systemet i fortid og fremtid. Dermed
er MD-simulering velegnet til at simulere p˚a de systemer der kan beskrives ved
Hamilton-operatoren som opskrevet i ligning 2.3.1 p˚a side 20.
Fra Hamilton-operatoren kan partiklernes hastighed (r˙i) og kraft bestemmes:
r˙i =
∂H(rN ,pN )
∂pi
=
pi
mi
(3.0.1)
Fi = p˙i = −∂H(r
N ,pN )
∂ri
= −∇iU(rN ) (3.0.2)
hvor ∇i er gradientvektoren. Potentialet kan opskrives som en sum af led, der
alle afhænger af positionen. Det første led er det ydre potentiale, det andet led
er potentialet fra par-interaktionerne, det tredje led er potentialet fra triplet-
interaktionerne, osv. I MD-simuleringerne i denne rapport er potentialet givet
ved et par-potentiale. Potentialet for den i-te partikel afhænger s˚aledes af dens
parvise placering i forhold til de øvrige partikler. Det ses, at systemet alts˚a er
fuldt beskrevet, n˚ar stedvektoren r = (x, y, z) og hastighedsvektoren r˙ = (x˙, y˙, z˙)
for alle partikler er kendte.
Den klassiske MD-simulering er simuleringer p˚a et NVE-ensemble, og beskriver
N partikler i en lukket boks, hvor energien holdes konstant. En stor udfordring
ved at simulere i NVE-ensemblet er, at der er en langsom drivning i energien
p˚a grund af Verlet-algoritmen (Frenkel og Smit, 2001). Der er senere udviklet
metoder til at simulere i andre ensembler, blandt andet i NVT-ensemblet som
anvendes i denne rapport. Det er ønskværdigt at simulere i NVT-ensemblet,
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dels fordi det minder om de typiske forhold i eksperimenter, og dels fordi der
her anvendes en termostat til at fastholde en middeltemperatur i systemet,
hvilket gør, at den energidrift der er i simuleringsalgoritmen er uden betydning.
Dette skyldes, at termostaten virker ved løbende at regulere energien i systemet
s˚aledes, at temperaturen er nogenlunde konstant.
3.1 Periodicitet
Med MD-simuleringerne ønskes det at undersøge egenskaber ved væsker og ikke
randfænomener. Derfor simuleres i en ”uendelig“ kasse - en kasse med periodiske
randbetingelser. Det gøres ved at replikere den simulerede kasse med sidelæng-
derne L ved alle kanter af boksen. Det betyder, at partikler, der bevæger sig ud
over kanten af kassen, vil entrere fra den anden side med samme hastighed som
før. Tilsvarende vil partikler vekselvirke over kanten. Et andet billede p˚a sce-
nariet er, at hver partikel i simuleringen har en skyggepartikel i alle tilsvarende
kasser (det vil sige, at partiklen har en skyggepartikel i hver retninger for hvert
multiplum af L), og at alle partikler i alle kasser vekselvirker med hinanden. En
illustration af dette ses i figur 3.1 p˚a side 37 Uanset giver det anledning til at
rækkevidden af vekselvirkningerne m˚a afgrænses til L/2 for at sikre at to partik-
ler ikke vekselvirker dobbelt med hinanden - og at en partikel ikke vekselvirker
med sin egen dobbeltgænger.
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Figur 3.1: Illustration af partikler i en kasse, med skyggepartikler og en stiplet
cirkel med radius L/2 om en af partiklerne. Figur fra Allen og Tildesley (1987)
3.2 Diskretisering
I MD-simuleringer søges statikken og dynamikken af ensembler af partikler med
radialsymmetriske par-potentialer at blive beskrevet. Det giver anledning til 3N
koblede andenordens differentialligninger (se ligning 2.3.1) som ikke kan løses
analytisk, hvorfor ligningerne diskretiseres til et lille tidsskridt ∆t. Startposi-
tion p˚a samtlige partikler kendes og dermed kan alle indbyrdes afstande findes,
hvorfor den potentielle energi for hver partikel og for systemet kan bestemmes.
Hver partikels starthastighed kan for eksempel vælges fra en Maxwell-fordeling
med middelhastigheden givet ved den valgte starttemperatur1 s˚aledes, at den
samlede impuls er 0 (Hansen og McDonald, 2006). Bevægelsen af partiklerne
i systemet er styret af en kraft, der kommer fra den gensidige vekselvirkning i
form af par-potentialet. Kraften p˚a en partikel er givet ved:
Fi = mr¨i = −∇iU(rN ) (3.2.1)
1sammenhængen er givet ved ækvipartitionsprincippet: 〈K〉 = NkBT/2, hvor n er antallet
af frihedsgrader for hver partikel. I en monoatomisk ideal gas er n = 3.
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hvor U =
∑
i<j v(rij) med rij værende afstanden mellem partikel i og j. Diskre-
tiseringen kan gøres p˚a forskellige m˚ader. Her vil først blive gennemg˚aet Verlet-
algoritmen som præsenteret i Verlet (1967). Verlet-metoden er udgangspunktet
for Leapfrog, som er den algoritme, der anvendes i nærværende rapport. Der
findes en række forskellige metoder, hvoraf nogle som Leapfrog er udviklinger
med udgangspunkt i Verlet-algoritmen. Alle algoritmer har fordele og ulemper.
I Frenkel og Smit (2001) findes en gennemgang af fordele og ulemper ved for-
skellige metoder og her fremhæves at Verlet-algoritmen:
• Er hurtig
• Ikke er god til at forudsige de præcise banekurver for partiklerne i syste-
met2 hvorfor kræfterne skal beregnes ofte,
• Kræver en minimal mængde hukommelse3,
• Har god korttids energibevarelse,
• Kun har en lille sivning i energien over længere tid, hvilket skyldes, at
algoritmen er reversibel og volumen-bevarende.
Energibevarelsen er vigtig ved simuleringer i NVE-ensemblet, men da simule-
ringerne i denne rapport laves i NVT-ensemblet reguleres energierne via en ter-
mostat s˚aledes at den ønskede middeltemperatur holdes og fluktuationer tillades.
Da Leapfrog-algoritmen bygger p˚a Verlet-algorimen ’arver’ den grundlæggende
styrker og svagheder.
I Frenkel og Smit (2001) udledes udtryk til beregning af partiklernes place-
ring til tiden t + ∆t med udgangspunktet i en Taylorudvikling af r(t) omkring
t med ∆t og −∆t:
r(t+ ∆t) = r(t) + r˙(t)∆t+
1
2
r¨(t)(∆t)2 +
1
3!
...
r (t)(∆t)3 +O(∆t)4 (3.2.2)
r(t−∆t) = r(t)− r˙(t)∆t+ 1
2
r¨(t)(∆t)2 − 1
3!
...
r (t)(∆t)3 +O(∆t)4 (3.2.3)
Ved at addere 3.2.2 og 3.2.3 og subtrahere med r(t−∆t) f˚as
r(t+ ∆t) = 2r(t)− r(t−∆t) + 1
m
F(t) (∆t)
2
+ 2O(∆t)4 (3.2.4)
Det bemærkes dels, at der er et fejlled af størrelsesorden (∆t)4 og dels, at ha-
stigheden ikke indg˚ar i ligning 3.2.4, hvorfor denne m˚a findes særskilt. Dette
2Det skal i denne sammenhæng bemærkes at der er tale om kaotiske systemer, hvorfor afvi-
gelsen mellem banekurver med en lille forskel i begyndelsesbetingelser vil vokse eksponentielt
med Lyapunov eksponenten
3det betyder at den er velegnet til at simulere store systemer
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gøres ved at reducere udtrykket r(t + ∆t) − r(t −∆t), s˚a der findes et udtryk
for gennemsnitshastigheden mellem t−∆t og t+ ∆t:
r(t+ ∆t)− r(t−∆t) =
(
r(t) + r˙(t)∆t+
1
2
r¨(t)(∆t)2 +
1
3!
...
r (t)(∆t)3 +O(∆t)4
)
−
(
r(t)− r˙(t)∆t+ 1
2
r¨(t)(∆t)2 − 1
3!
...
r (t)(∆t)3 +O(∆t)4
)
= 2r˙(t)(∆t) +O(∆t)3 (3.2.5)
⇔ r˙(t) = r(t+ ∆t)− r(t−∆t)
2∆t
+O(∆t)2 (3.2.6)
Det bemærkes at O i ligning 3.2.5 dækker over udtrykket: 2 13!
...
r (t). Dette gøres
da den tredje ordens afledte ellers ikke bruges. Derved er fejlleddet af hastighe-
den er størrelsesorden (∆t)
2
.
3.2.1 Leapfrog
Leapfrog-algoritmen tager sit udgangspunkt i, at hastigheder beregnes et halvt
tidsskridt forskudt bagud. Det betyder, at hastighederne kan beregnes ved at
midle over kortere tidsintervaller ∆t i stedet for 2∆t. Først defineres alts˚a ha-
stighedsudtrykket:
r˙ (t− ∆t/2) ≡ r(t)− r(t−∆t)
∆t
(3.2.7)
r˙ (t+ ∆t/2) ≡ r(t+ ∆t)− r(t)
∆t
(3.2.8)
Logikken i disse definitioner følger af følgende ræsonnement: Fra ligning 3.2.6
p˚a side 39 uden fejlled følger at:
r˙(t) =
r(t+ ∆t)− r(t) + r(t)− r(t+ ∆t)
2∆t
(3.2.9)
og ved kombination med definitionen
r˙(t) ≡ r˙(t+
∆t/2)− r˙(t− ∆t/2)
2
(3.2.10)
f˚as
r˙(t+ ∆t/2) + r˙(t− ∆t/2) = r(t+ ∆t)− r(t)
∆t
+
r(t)− r(t−∆t)
∆t
(3.2.11)
Heraf ses logikken i definitionen af hastigheden, hvorfra udtryk til bestemmelse
af position og hastighed bestemmes:
r(t+ ∆t) = r(t) + ∆tr˙
(
t+
∆t
2
)
(3.2.12)
r˙
(
t+
∆t
2
)
= r˙
(
t− ∆t
2
)
+ ∆tr¨(t) (3.2.13)
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Det skal til Leapfrog-algoritmen bemærkes, at der i beregning af energierne skal
korrigeres for, at position og hastighed opgøres forskudt med (∆t)/2.
3.3 Termostat
Simuleringerne køres i det kanoniske ensemble - det vil sige med NVT fast-
holdt. MD-simuleringer har historisk været kørt i det mikro-kanoniske ensemble
med styring af NVE, men i starten af 1980’erne udvikledes forskellige bud p˚a
termostater, der kunne reskalere den kinetiske energi, s˚aledes at systemets tem-
peratur kunne holdes konstant (Frenkel og Smit, 2001). En simpel metode til
at opn˚a dette er ved at reskalere den kinetiske energi for hver partikel, s˚a den
holdes konstant. Denne metode holder temperaturen konstant, men tillader per
konstruktion de variationer i den kinetiske energi per partikel, som forventes i
det kanoniske ensemble (Frenkel og Smit, 2001). En anden mulighed for at holde
temperaturen konstant er ved at indføre en stokastisk kraft som p˚a tilfældige
tidspunkter vekselvirker med tilfældige partikler p˚a en s˚adan m˚ade, at tempera-
turen fastholdes. Et eksempel p˚a en s˚adan termostat er Andersen-termostaten.
Det kan vises, at den godt nok kan efterligne de tidsuafhængige egenskaber i det
kanoniske ensemble (for eksempel tilstandsligningen), men den kan overordnet
ikke efterligne de dynamiske egenskaber (for eksempel diffusionskoefficienten)
(Frenkel og Smit, 2001). Opgaven er at finde en termostat der kan sikre at
middeltemperaturen kan holdes, mens fluktuationer tillades. Til simuleringer,
hvor der ikke optræder eksterne kræfter, og hvor massecentrum er bevaret, kan
Nose´-Hoover termostaten anvendes (Frenkel og Smit, 2001). Termostaten blev
præsenteret af S. Nose´ i Nose´ (1984) og virker ved hjælp af en variabel, som
opfylder at være glat (differentialbel), deterministisk og tids-reversibel. I Hoover
(1985) videreudvikles og reformuleres Nose´s termostat.
3.3.1 Nose´-Hoover termostaten
Nose´-Hoover termostaten fungerer ved at tilføje et ekstra led til kraftligningen:
Fi = mir¨i − ζmir˙i (3.3.1)
Dette led er en modstandskraft, hvis størrelse afhænger af ζ s˚aledes at
ζ˙ =
K
K0
− 1
τ20
(3.3.2)
(Gnan et al., 2009)
Ovenst˚aende krav sikrer, at ζ˙ er nul, n˚ar den instantane kinetiske energi i syste-
met, givet ved summen af alle partiklernes instantane kinetiske energi:
∑
i
p2i
2m ,
er lig med systemets kinetiske energi ved den ønskede temperatur: NkBT2 . ζ er
desuden s˚aledes indrettet, at hvis K er større end K0 vil ζ˙ > 0, hvorfor ζ og
modstanden vil forøges. Modsat hvis K er mindre end K0. Resultat bliver i
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begge tilfælde, at K aftager og nærmer sig K0. Hvor hurtigt denne tempera-
turoprettende mekanisme virker afhænger af τ0 som er en karakteristik tid for
termostaten. I grænsen for τ0 → 0 vil systemet med det samme opn˚a ligevægt,
og i grænsen for τ0 → ∞ vil systemet g˚a mod NVE-ensemblet og aldrig opn˚a
ligevægt (da ζ˙ → 0). Den karakteristiske tid skal alts˚a vælges passende. Im-
plementeringen af termostaten i simuleringerne er ligefrem: For hvert tidsskridt
beregnes ζ˙, hvorefter kraften kan findes og position og hastighed kan bestemmes.
3.4 Par-potentialer
I afsnit 3 p˚a side 35 nævnes det, at partikelinteraktionerne udgøres af par-
potentialer. I det følgende vil par-potentialer blive introduceret ved at se p˚a
et eksempel p˚a Lennard-Jones-potentialet som eksempel p˚a et potentiale, der
indeholder b˚ade en repulsiv og en attraktiv del. Dernæst vil Inverse Power Law-
potentialerne4 blive introduceret. Det har et dobbeltsidet form˚al: Dels tjener de
som eksempel p˚a potentialer uden modellering af de attraktive Van der Waal-
kræfter, og dels har de perfekt korrelation5. P˚a denne baggrund introduceres det
eksponentielle potentiale som er det potentiale, der danner undersøgelsesobjekt
for denne rapport. Uanset hvilket af førnævnte potentialer, der anvendes, er det
nødvendigt i simuleringer at trunkere potentialet ved at fastlægge en cutoff-
afstand - alts˚a en maksimal afstand for kræfternes rækkevidde. En gennemgang
af metoder til dette vil følge efter gennemgangen af potentialerne.
3.4.1 Den klassiske ide: Lennard-Jones-potentialet
Da denne rapport kun behandler systemer best˚aende af e´n slags partikler, un-
derforst˚as det for alle potentialer. S˚aledes er det single component Lennard-
Jones (SCLJ) potentialet, der her beskrives. Lennard-Jones-potentialet mellem
to partikler er givet ved
vLJ(r) = 4
[(σ
r
)12
−
(σ
r
)6]
(3.4.1)
hvor r er afstanden mellem de to partikler, σ er en karakteristisk afstand i hvil-
ken potentialet er nul og  er den karakteristisk energi og dybden af minimum
for potentialet (Hansen og McDonald, 2006). Den karakteristiske energi  findes
n˚ar r = 6
√
2σ. P˚a figur 3.2 p˚a side 42 se potentialet. Lennard-Jones-potentialet
indeholder alts˚a to led med hvert sit fortegn: Det repulsive som afhænger af
r−12 og det attraktive som afhænger af r−6 6. Det repulsive led i potentialet
skal modellere den frastødning, der kommer fra elektronernes Fermi-statistik7.
4fremover omtalt som IPL potentialer
5se mere i afsnit 2 p˚a side 17
6læseren erindres om at kraften i systemet er givet ud fra potentialet ved ligning 3.0.2 p˚a
side 35 hvorfor positive led i potentialet giver anledning til en repulsiv kraft og negative led
giver en attraktiv kraft.
7Paulis udelukkelsesprincip siger at to fermioner (elektroner) ikke kan have samme kvan-
tetilstand. Derfor vil de frastøde hinanden hvis deres bølgefunktioner overlapper.
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Kræfterne har kort rækkevidde og er stærkt repulsive. Det attraktive led skal
modellere den langtrækkende tiltrækning, der kommer fra de inducerede dipol-
vekselvirkninger. (Bøhling et al., 2013)
Det skal nævnes, at Lennard-Jones potentialet kan generaliseres, s˚a andre vær-
dier for eksponenterne kan vælges. Dette vil ikke yderligere berøres.
Figur 3.2: LJ-potentialet. P˚a x-aksen er afstanden mellem partiklerne og p˚a
y-aksen par-potentialet. De karakteristiske parametre σ og  er markeret. Po-
tentialet er − hvor potentialet antager sit minimum.
3.4.2 IPL potentialer - potentialer uden tiltrækning
Potentialerne af typen
v(r) =
(
A
r
)n
+B eller kort skrevet: (3.4.2)
v(r) ∝
(
1
r
)n
(3.4.3)
kaldes IPL potentialer. P˚a figur 3.3 p˚a side 43 ses potentialet for to værdier af
n. IPL-potentialerne er kendetegnet ved, at de udelukkende er repulsive. Dette
er et opgør med forestillingen om nødvendigheden af at inkludere et attraktivt
led. I Bailey et al. (2008b) vises det, at dynamikken i et SCLJ potentialet kan
efterlignes af et IPL potentiale med passende valg af n. Der argumenteres for, at
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værdien af n skal være i størrelsesorden 18− 19, 2, hvilket sikrer, at der er fuld-
stændig overensstemmelse mellem de to potentialer omkring henholdsvis r = σ
og r = 1, 015σ, og at der er god overensstemmelse i intervallet frem til omkring
rm, hvor rm er placeringen af minimum for SCLJ-potentialet. Det kan undre,
at dynamikken af de to potentialer kan være ens, n˚ar de ved lange afstande er
væsentligt forskellige (IPL-potentialet er (svagt) repulsivt og SCLJ er attrak-
tivt). Det vises i Bailey et al. (2008b) og Bøhling et al. (2013), at dynamikken
er styret af interaktioner mellem de nærmeste partikler. Forudsætningerne for
at dette holder er, at der er konstant volumen, og at der ses p˚a det samlede en-
semble. I Ingebrigtsen, Schrøder og Dyre (2012) vises, at ogs˚a andre potentialer
p˚a tilsvarende m˚ade kan approksimeres med IPL-potentialer under den forud-
sætning, at de er stærkt korrelerende i det fasepunkt approksimationen laves.
IPL-potentialer spiller en vigtig rolle i isomorf-teorien, da IPL-potentialer har
perfekt korrelation mellem fluktuationerne i den potentielle energi og virialet.
Figur 3.3: IPL-potentialet. P˚a x-aksen er afstanden mellem partiklerne og p˚a y-
aksen par-potentialet. Den karakteristiske parameter A er markeret p˚a figuren,
mens B = 0.
3.4.3 Det eksponentielle potentiale
Det eksponentielle potentiale defineres som
v(r) = e−r/σ (3.4.4)
hvor  er den karakteristiske energi, som skal vælges s˚a den er meget større
end kBT . Dette skyldes, at v(0) =  m˚a være meget stor i forhold til den
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typiske kinetiske energi af en partikel8. P˚a figur 3.4 p˚a side 44 ses potentialet
for et fiktivt parametervalg. Den karakteristiske længde σ styrer hvor hurtigt
Figur 3.4: Det eksponentielle potentiale. P˚a x-aksen er afstanden mellem par-
tiklerne og p˚a y-aksen par-potentialet. De karakteristiske parameter σ og  er
markeret p˚a figuren. Det er illustrative hensyn der ligger til grund for parame-
tervalget og potentialet er s˚aledes ikke realistisk skaleret.
potentialet aftager:
Som det ses af tabel 3.1 p˚a side 44 skal der en del σ’er til, før v(r) ∼= kBT ,
r v(r)
0 
σ 0.37
2σ 0.14
3σ 0.05
4σ 0.018
5σ 0.006
Tabel 3.1: Energierne i enhed af  i det eksponentielle potentiale ved forskellige
multiplum af σ
da   kBT . Dette fremg˚ar tillige af figur 3.4 p˚a side 44. Det eksponentielle
8som ved ækvipartitionsprincippet er givet ved kBT
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potentiale er relevant, da det giver anledning til at den repulsive kraft mellem
to partikler er givet ved:
f(r) = −dv(r)
dr
=

σ
e−r/σ (3.4.5)
Dette stemmer godt overens med fysikken bag tiltrækningen, da den fysiske
a˚rsag til frastødningen er Fermi-statistik og Paulis udelukkelsesprincip. Selv om
det af modellen fremst˚ar som en kraft i sædvanlig forstand, er det, der modelle-
res, ikke en kraft i sædvanlig forstand. Det er s˚aledes en frastødning, der opst˚ar
i det sandsynlighedsomr˚aderne for elektronerne overlapper i stigende grad n˚ar
partiklerne kommer nærmere hinanden. Da der i systemet er tale om identiske
partikler gælder Paulis usikkerhedsprincip: To identiske fermioner kan ikke være
i samme kvantetilstand, og da sandsynlighedsomr˚adet aftager eksponentielt, s˚a
forventes ”frastødningen“ ogs˚a at aftage eksponentielt med afstanden(Jensen og
Jensen, 1999).
3.4.4 Shifted potential og Shifted force
For at reducere antallet af beregninger i en MD-simulering og for at sikre, at
en partikel ikke vekselvirker med sin egen skyggepartikel, er det nødvendigt at
definere en maksimal radius for rækkevidden af potentialet og kræfterne. Denne
radius kaldes cutoff-radius og betegnes rc. Det erindres, at rc < L/2. I praksis kan
cuttet gøres p˚a to m˚ader: Ved metoden Shifted potential (SP), hvor potentialet
i cutoff skiftes til nul, og ved metoden Shifted force (SF), hvor det er kraften,
der skiftes til at være nul i cutoff. I SP-metoden sættes potentialet til nul i rc
ved at fratrække en konstant, s˚a potentialet i rc er nul, og definere potentialet
til at være nul for afstande større end rc. Det betyder, at potentialet nu er givet
ved9:
vSP (r) =
{
v(r)− v(rc) for r ≤ rc
0 for r > rc
(3.4.6)
=
{
e−r/σ − e−rc/σ for r ≤ rc
0 for r > rc
(3.4.7)
En konsekvens af denne metode er, at kraften bliver diskontinuert i rc, hvor den
springer fra v(rc) =  exp (−rc/σ) til 0. Kraftfunktionen bliver ved SP-metoden:
fSP (r) =
{
−dvdr for r ≤ rc
0 for r > rc
(3.4.8)
=
{

σ e
−r/σ for r ≤ rc
0 for r > rc
(3.4.9)
9I det følgende anvendes det eksponentielle potentiale som eksempel, men tilsvarende kan
gøres for alle andre potentialer.
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Grafer for kraft- og potentialfunktion ses i figur 3.5 p˚a side 47.
Det er kutyme at lade cutoff være ved 2.5σ for SCLJ-potentialet, men cutoff-
værdien kan reduceres ved at anvende SF-metoden s˚aledes, at hvis et cutoff ved
2.5σ ved SP giver gode resultater, s˚a vil et cutoff ved 1.5σ give gode resultater
ved SF. Et cutoff ved 1.5σ indebærer for SCLJ, at interaktioner med partikler
inden for første koordinationsskal medtages. (Toxvaerd og Dyre, 2011)
For det eksponentielle potentiale anvendes cutoff mellem 10σ og 40σ ved SF,
da potential- og kraftfunktionen først er tilpas lav for mange multipla af σ -
jævnfør tabel 3.1 p˚a side 44.
SF gøres ved, at kraftfunktionen fratrækkes et led s˚aledes, at den er nul ved
cutoff. Potentialet findes dernæst ved at integrere og udnytte, at potentialet
ved cutoff skal være nul. Grafer for kraft- og potentialfunktion ses i figur 3.6 p˚a
side 47.
Metoden betyder, at potentialet ikke bare fratrækkes en konstant, men ogs˚a at
det tilføjes en funktion der gør det differentiabelt. Kraftfunktionen bliver alts˚a:
fSF (r) =
−dvdr + dvdr
∣∣∣∣
r=rc
for r ≤ rc
0 for r > rc
(3.4.10)
=
{

σ e
−r/σ − σ e−rc/σ for r ≤ rc
0 for r > rc
(3.4.11)
og ved integration med betingelsen v(rc) = 0 f˚as, at potentialet er givet ved:
vSF (r) =
v(r)− (r − rc) dvdr
∣∣∣∣
r=rc
− v(rc) for r ≤ rc
0 for r > rc
(3.4.12)
=
{
e−r/σ + (r − rc) σ e−rc/σ − e−rc/σ for r ≤ rc
0 for r > rc
(3.4.13)
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Figur 3.5: P˚a figuren ses potenti-
alfunktionen (sort) og kraftfunktio-
nen (rød) for det eksponentielle po-
tentiale n˚ar SP-metoden anvendes.
Det bemærkes at kraftfunktionen er
diskontinuert i cutoff.
Figur 3.6: P˚a figuren ses potenti-
alfunktionen (bl˚a) og kraftfunktio-
nen (rød) for det eksponentielle po-
tentiale n˚ar SF-metoden anvendes.
Det bemærkes at kraftfunktionen er
kontinuert og at potentialfunktio-
nen er differentialbel.
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Kapitel 4
Simuleringer
Alle simuleringer i denne rapport er udført i RUMD som st˚ar for Roskilde Uni-
versity Molecular Dynamics package. Det er et program til at simulere sm˚a
til mellemstore systemer af partikler - enten sfæriske eller molekyler (RUMD,
2013). I det følgende gennemg˚as den anvendte metode i simuleringerne i RUMD.
For mere information om RUMD henvises til http://rumd.org .
N˚ar en simulering skal startes i RUMD er først nødvendigt at lave en startkonfi-
guration. Det gøres ved et program i RUMD-pakken, der hedder rumd init conf.
Her skal angives systemets startbetingelser: Densitet og temperatur, systemets
dimensioner og antallet af partikler og antal typer af partikler. De simuleringer,
der er lavet i dette specialearbejde er alle med samme startkonfiguration: Den-
sitet og temperatur sættes til e´n, dimensionen sættes til 10, hvilket betyder, at
der kan være 1000 partikler i en bcc-krystal. En bcc-krystal med 1000 partikler
best˚ar af ti lag i (x,y)-planen med hver et kvadratisk setup forskudt en partikel-
afstand (afhængig af ρ) i z-aksens retning. Hvert lag i (x,y)-planen er forskudt
en halv partikel afstand i b˚ade x- og y-aksens retning, s˚aledes at partiklerne
i hvert andet lag har samme x- og y-koordinater. Programmet tilskriver hver
partikel en starthastighed ud fra en lige fordeling med middelværdi 0, og denne
hastighed skaleres med en funktion af temperaturen.
Det skal bemærkes at alle simuleringer køres i reducerede enheder som gen-
nemg˚aet i afsnit 2.1 p˚a side 17. Det vil i praksis sige, at i alle simuleringer fast-
holdes den densitet og temperatur der angives i RUMD til værdien 1, hvorved
det ønskede fasepunkt (ρ˜, T˜ ) = (σ3, −1) opn˚as ved at styre parametrene i po-
tentialet. For eksempel udføres en simulering i fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (0.001, 0.01)
ved at sætte σ = 0.1  = 100 i RUMD. En af pointerne ved at simulere ved sam-
me temperatur og densitet i RUMD er, at det samme tidsskridt kan anvendes
i alle simuleringer, da denne opsætning ved anvendelse ligning 2.1.3 p˚a side 17
giver at:
t0 = ρ
−1/3
√
m
kBT
= 1
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og derfor at t˜ = t.
N˚ar startkonfigurationen er lavet, laves en pythonfil, der indeholder oplysninger
om hvordan simuleringen skal sættes op. I bilag B p˚a side 101 ses et eksempel
p˚a en pythonfil. Som det fremg˚ar af bilaget er der en række parametre, der skal
sættes før simuleringen kan startes. Disse vil kort blive gennemg˚aet og nedenfor
følger s˚a en uddybende forklaring og begrundelse for de valgte indstillinger:
1. Startkonfigurationen indlæses
2. Integratoren sættes til NVT og der angives størrelsen p˚a tidsskridtet i
integratoren. Desuden sættes en m˚altemperatur for termostaten.
3. Par-potentialet angives ud fra en liste af potentialer. I denne liste er det
eksponentielle potentiale tilføjet af forfatteren. Implementeringen fremg˚ar
af bilag C p˚a side 103. Cutoff-metoden vælges til Shifted Force.
4. Potentialets parametre indstilles: der er fem parametre, hvor de to første
bruges til at angive for hvilke partikeltyper, interaktionen gælder. Her
er alle partikler af typen 0, s˚a ved at vælge nul p˚a de to første pladser
angives, at det er parametre for potentialet imellem partikler af samme
type. De næste tre parametre er sigma, epsilon og cutoff. Disse varierer
afhængig af hvilket fasepunkt, der simuleres. At ogs˚a cutoff skal varieres
skyldes implementeringen af potentialet i RUMD, hvor det angivne cutoff
multipliceres med σ (se eventuelt bilag C p˚a side 103).
5. Simuleringen startes med en angivelse af, at antallet af tidsskridt indstilles
til 107.
6. Det hele gentages med den eneste ændring, at startkonfigurationen for
andet gennemløb er givet som slutkonfigurationen af første gennemløb.
Som beskrevet ovenfor køres simuleringerne i NVT-ensemblet ved at sætte inter-
gratoren til NVT og angive størrelsen af tidsskridt og den ønskede temperatur.
Tidsskridtsstørrelsen (δt) skal være tilpas stort til, at der simuleres over en tilpas
lang periode og tilpas lille til, at partiklernes bane simuleres tilpas godt. I simule-
ringerne i denne rapport er anvendt en tidsskridtstørrelse p˚a ∆t = 0.0025. Tem-
peraturen reguleres som tidligere gennemg˚aet af en Nose´-Hoover-termostat med
en karakteristisk tid. I simuleringerne er RUMD’s standard anvendt: τ = 0.2.
Integratoren i RUMD er af typen Leap-frog.
Da simuleringerne er udført i en kasse med sidelængden L = 10, s˚a skal cutoff-
værdien for kraft være mindre end L/2 = 5 for at undg˚a at en partikel veksel-
virker med sig selv (jævnfør afsnit 3.1 p˚a side 36). I alle simuleringer er cutoff
sat til r˜ = 2. Cutoff-afstand og metode er valgt ud fra en række simuleringer i
samme tilstandspunkt med varierende cutoff - fra 1.5 til 4.5 (se figur 4.1 p˚a side
51 for kraft og potentiale og figur 4.2 p˚a side 51, med forstørrelse i 4.3 og figur
4.4 p˚a side 52 for struktur og dynamik). Her ses, at der er god overensstemmelse
mellem strukturen vurderet fra den radiale fordelingsfunktion for cutoff-værdier
ned til 2.5 ved SP og ned til 2 ved SF. Konsekvenserne for kraft og potentiale
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af de to forskellige trunkeringsmetoder ses desuden af figuren - diskontinuiteten
i kraften ved shifted-potential fremg˚ar tydeligt.
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Figur 4.1: Par-potentiale og par-kræfter for tilstandspunktet (ρ˜, T˜ ) =
(0.008, 0.001) med varierende værdier for cutoff og forskellig trunkeringsmetode.
Signaturforklaring ses p˚a figur 4.2 p˚a side 51
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Figur 4.2: Mean-square-displacement og den radiale fordelings funktion for til-
standspunktet (ρ˜, T˜ ) = (0.008, 0.001) med varierende værdier for cutoff og for-
skellig trunkeringsmetode.
Startkonfigurationen ved simuleringerne er som nævnt en bcc-krystal, hvil-
ket stemmer d˚arligt med ligevægtsfordelingen i systemet. For at sikre, at data
ikke forstyrres af startkonfigurationen gennemløbes alle simuleringer to gange,
hvor der ikke opsamles data fra første gennemløb. I begge gennemløb anvendes
samme antal tidsskridt, som vælges tilpas stort til, at mean-square-displacement
er større end 1000. Antallet af tidsskridt er 107 i alle simuleringer, hvis ikke an-
det eksplicit nævnes. En konsekvens af at alle fasepunkter simuleres i lige mange
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Figur 4.3: Forstørrelse af
den radiale fordelingsfunk-
tion for tilstandspunktet
(ρ˜, T˜ ) = (0.008, 0.001) med
varierende værdier for cutoff og
forskellig trunkeringsmetode.
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Figur 4.4: Forstørrelse af mean-square-
displacement for tilstandspunktet
(ρ˜, T˜ ) = (0.008, 0.001) med varie-
rende værdier for cutoff og forskellig
trunkeringsmetode.
tidsskridt i reducerede enheder, som beskrevet ovenfor er, at alle simuleringer
strækker sig over samme tid.
Det har ikke været muligt at lave simuleringer for lavere densiteter, da en yder-
ligere reduktion medfører, at potentiale og kræfter i systemet bliver s˚a sm˚a, at
de afrundes til nul inden det valgte cutoff. Resultat bliver at systemet ikke har
en struktur, hvilket kan se p˚a figur 4.5 p˚a side 52 og figur 4.6 p˚a side 53.
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Figur 4.5: Mean-square-displacement og den radiale fordelingsfunktion for simu-
leringer i tilstandspunkter med s˚a lave densiteter, at der opst˚ar afrundingsfejl
Potentialet er implementeret i RUMD a´ to gange, da det anvendte compu-
tersystem blev opdateret undervejs i forløbet. S˚aledes er en del af simuleringerne
lavet i RUMD version 1.2.2 og en del er lavet i RUMD version 2.0.2. Ma˚den,
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Figur 4.6: Par-potentiale og par-kræfter for simuleringer i tilstandspunkter med
s˚a lave densiteter, at der opst˚ar afrundingsfejl. Signaturforklaring ses p˚a figur
4.5 p˚a side 52
potentialet skal implementeres p˚a i de to versioner, er ikke helt den samme, da
der er nogle parametre, der skal angives p˚a en lidt anderledes m˚ade. I bilag C
p˚a side 103 fremg˚ar implementeringen i RUMD 2.0.2. Implementeringen af po-
tentialet er kontrolleret ved at køre en simulering i NVE-ensemblet og se efter,
at energien holder sig nogenlunde konstant. Denne simulering er dog kun kørt
i 106 tidsskridt. En statistisk analyse af den samlede energi i systemet viser en
middelværdien p˚a 26.44606173 og en varians p˚a 2.328647497e− 09, hvorfor det
konkluderes, at potentialet er implementeret korrekt.
R˚adata fra RUMD best˚ar af en række filer med informationer om blandt an-
det partiklernes energi, position og hastighed. Der er i RUMD en række pro-
grammer designet til at lave databehandling p˚a r˚adata fra RUMD. S˚aledes kan
RUMD alts˚a bruges til at bestemme bland andet den radiale fordelingsfunktion
og mean-square-displacement. Desuden kan fluktuationerne i den potentielle
energi og virialet bestemmes, og dermed kan R og γ bestemmes.
For at f˚a indtryk af præcisionen p˚a R og γ er der kørt ti simuleringer af samme
fasepunkt. Disse ti simuleringer gav alle præcis samme værdier for R og γ, men
værdierne havde begge en variation p˚a det fjerde betydende ciffer i forhold til
en tidligere simulering af samme fasepunkt. Der er alts˚a tilsyneladende en eller
anden grad af usikkerhed i simuleringsresultaterne, men det ligger udenfor sigtet
og muligheder i dette arbejde at afdække dette nærmere.
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Kapitel 5
Analyse
I dette kapitel præsenteres resultaterne af simuleringerne. Først præsenteres
struktur og dynamik langs isotermer og isochorer. Dernæst præsenteres simu-
leringer langs isomorfer i systemet og koeksistenskurven undersøges. Det skal
indledningsvis bemærkes, at enhederne p˚a akserne p˚a graferne i dette kapitel
alle er reducerede og s˚a skal det anføres, at den sondring der gøres mellem væske
og gas igennem dette og næste kapitel, ikke er helt korrekt i det, der ikke findes
en faseovergang mellem væske og gas for systemet. N˚ar det alligevel gøres, s˚a
skyldes det behovet for, at kunne skelne om systemet har en klar struktur og
dermed ligner en væske eller om partiklerne er relativt ukoordinerede dermed
ligner en gas. Der er ikke anvendt et objektivt kriterie for, hvad der er en gas
og hvad der en væske væske, s˚a det er subjektivt skøn.
5.1 Isotermer for det eksponentielle potentiale
I figur 5.1 p˚a side 56 og figur 5.2 p˚a side 56 ses henholdsvis den radiale for-
delingsfunktion og mean-square-displacement langs isotermer ved T˜ = 5 · 10−5
og T˜ = 0.00125. Densiteten varieres fra ρ˜ = 0.125 · 10−3 og til ρ˜ = 8 · 10−3.
Ved begge temperaturer ses at ved lav densitet har systemet ingen struktur,
hvilket fortæller at det opfører sig som en gas. Ved T˜ = 0.00125 ses at systemet
ved højere densiteter har en veldefineret struktur uden skarpe toppe. Dette er
en væskestruktur. Ved de højeste densiteter for T˜ = 5 · 10−5 ses, at systemet
krystalliserer. Det ses tydeligt p˚a figur 5.2 p˚a side 56 højre panel, at partik-
lerne ikke længere kan bevæge sig rundt mellem hinanden og kun kan vibrere
om samme punkt. Der er ikke tale om, at der er dannet en helt regelmæssig
krystal. Dette ses ved, at der ikke tale om meget smalle toppe i den radiale
fordelingsfunktion.
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Figur 5.1: g(r) langs en isoterm ved to temperaturer: T˜ = 5 · 10−5 og T˜ =
0.00125.
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Figur 5.2: Mean-square-displacement langs en isoterm ved to temperaturer: T˜ =
5 · 10−5 og T˜ = 0.00125. Signaturforklaring ses i figur 5.1 p˚a side 56
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5.2 Isochorer for det eksponentielle potentiale
I figur 5.3 p˚a side 57, figur 5.4 p˚a side 58 og figur 5.5 p˚a side 58 ses den radiale
fordelingsfunktion og mean square displacement lang tre isochorer. Temperatu-
ren varieres mellem T˜ = 5 · 10−5 og T˜ = 0.125.
Det ses p˚a figur 5.5 p˚a side 58, at ved lave densiteter (ρ˜ = 0.125 ·10−3) er syste-
met i gasform ved alle de undersøgte temperaturer. P˚a figur 5.3 p˚a side 57 ses,
at en systemet ved en højere densitet (ρ˜ = 1 · 10−3) har tydelig væskestruktur
ved lave temperaturer men, at det overg˚ar til gasform n˚ar temperaturen bliver
højere. Øges densiteten til ρ˜ = 8 ·10−3 krystalliserer systemet ved lave tempera-
turer, hvilket fremg˚ar af figur 5.4 p˚a side 58. Bemærk at den sorte kurve i figur
5.4 er den samme som den sorte stiplede i figur 5.1 og figur 5.2 da der er tale
om samme fasepunkt.
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Figur 5.3: Radial fordelingsfunktion og mean square displacement for en isochor
ρ˜ = 1 · 10−3. Graferne viser, at systemet er en væske ved de lave temperaturer
og gradvist overg˚ar til at opføre sig som en gas ved højere temperaturer. Det ses
desuden at første top i den radiale fordelingsfunktion er temperaturafhængig og
aftager med stigende temperatur.
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Figur 5.4: Radial fordelingsfunktion og mean square displacement for en iso-
chor ρ˜ = 8 · 10−3. Graferne viser at systemet i temperaturintervallet T˜ ∈[
0.05 · 10−3; 0.2 · 10−3] opfører sig som en krystal og i temperaturintervallet
T˜ ∈ [0.8 · 10−3; 10 · 10−3] som en væske. I det mellemliggende temperaturinter-
val findes koeksistens.
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Figur 5.5: Radial fordelingsfunktion og mean square displacement for en isochor
ρ˜ = 0.125 · 10−3. Systemet opfører sig hovedsageligt som gas ved alle tempera-
turer.
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5.3 Isomorfer for det eksponentielle potentiale
I afsnit 2.4.2 p˚a side 32 blev udledt følgende udtryk til bestemmelse af isomorfer
for det eksponentielle potentiale:
h(ρ˜) = cρ˜−
2
3 e−Λρ˜
− 1
3 (5.3.1)
og generelt gælder ligning 2.4.16 p˚a side 32 for isomorfer. Kombineres disse
udtryk f˚as:
cρ˜−
2
3 e−Λρ˜
− 1
3
T˜
= k ⇔ T˜ = c
k
ρ˜−
2
3 e−Λρ˜
− 1
3 (5.3.2)
hvor c/k er en konstant som bestemmes ud fra et fasepunkt (ρ˜, T˜ ). Det bety-
der at isomorfteorien forudser, at fasepunkter for hvilke ligning 5.3.2 er opfyldt
med samme konstant er isomorfe1 og derfor har samme reducerede struktur og
dynamik. I det følgende vil denne forudsigelse blive anvendt til, at udvælge ti
tilstandspunkter i omr˚adet omkring ρ˜ ∈ [0.7 · 10−3; 0.08]. I disse tilstandspunk-
ter køres simuleringer og det skønnes i hvilket omfang der tale om isomorfe
tilstandspunkter. Dette skøn vil ikke være baseret p˚a en objektiv metoden, men
vil være et skøn over i hvor høj grad strukturen og dynamikken afviger fra, at
være invariant langs isomorfen.
I ligning 5.3.2 indg˚ar værdien Λ og som nævnt i afsnit 2.4.2 p˚a side 32 er der
ikke teoretisk belæg for, hvordan Λ skal vælges, s˚a her har flere mulige metoder
været afprøvet: I Bøhling (2013) undersøges Λ for fire forskellige variationer over
LJ-potentialet, og det konkluderes at det giver pæne resultater at sætte Λ lig
med afstanden til første top i den radiale fordelingsfunktion. Det betyder at Λ
bliver temperaturafhængig, da større temperatur medfører, at den gennemsnit-
lige afstand til første nabo bliver mindre (se figur 5.3 p˚a side 57). I resten af
denne rapport benævnes denne metode Bøhling-metoden. P˚a figur 5.6 p˚a side
60 er der her taget udgangspunkt i fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1 · 10−3, 0.5 · 10−3), og
det ses fra den radiale fordelingsfunktion at Λbøh = 0.9 En anden metode der
ogs˚a undersøges i Bøhling (2013) er at fitte Λ ud fra en række isomorfer. Denne
metode virker bedre i Bøhling (2013), men den kræver, at en række isomorfe
fasepunkter allerede er kendt. Den tredje metode sætter Λ = 1. Dermed anta-
ges, at Λ ikke afhænger af temperaturen, men udelukkende af densiteten. Sidste
metode, der er blevet anvendt, baserer sig ikke p˚a det udledte udtryk for h(ρ˜)
men antager en lineær sammenhæng mellem ρ˜ og T˜ . Dette baserer sig p˚a en
undersøgelse af en observeret isomorf i faseplanet hvor den lineære korrelation
blev fundet til at være større end 0.99. I det følgende vil hver af disse metoder
bliver afprøvet, undersøgt og kommenteret.
1helt præcist forventes ikke eksakte isomorfer, da kun IPL-potentialer har eksakte isomorfer
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Figur 5.6: Radial fordelingsfunktion for fasepunktet . Det ses at første top findes
ved r˜ = 0.9
5.3.1 Isomorf med Λ = 1
Ud fra fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1·10−3, 0.5·10−3) bestemmes en værdi for konstan-
ten ck . Af tabel 5.1 p˚a side 60 fremg˚ar hvilke tilstandspunkter der er simuleret
i. Den radiale fordelingsfunktion og mean square displacement ses p˚a figur 5.7
ρ˜ T˜
0.00072285120542 0.00019803602823
0.00096732387249 0.0004573280158
0.00121179653956 0.00081796041573
0.00145626920663 0.00126349345021
0.00390099587734 0.00774394527994
0.00634572254804 0.01449203593747
0.00879044921875 0.02033497235621
0.03323771592581 0.04750587536345
0.05768498263288 0.05544731769225
0.08213224933994 0.05840672870146
Tabel 5.1: Tilstandspunkter i hvilke der er simuleret n˚ar Λ = 1. De samme
densiteter anvendes for alle metoder til bestemmelse af isomorfer.
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p˚a side 61, hvoraf det fremg˚ar, at selvom fasepunkterne burde være isomorfe,
s˚a viser b˚ade struktur og dynamik, at de falder i tre grupper. Det er dog ikke s˚a
overraskende af to a˚rsager: Dels passer de tre grupper nogenlunde med at der
ikke er lige stor afstand mellem fasepunkterne - de falder mere eller mindre i tre
dekader af ρ˜, og dels skal det ses i lyset af, at det eksponentielle potentiale ikke
har eksakte isomorfer, men kun tilnærmelsesvise.
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Figur 5.7: Radial fordelingsfunktion og mean square displacement for fasepunk-
ter langs isomorf til fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1 · 10−3, 0.5 · 10−3) med Λ = 1. Det
ses at strukturen og dynamikken for fasepunkterne fordeler sig i tre grupper.
Fasepunkterne i signaturforklaringen er afrundede værdier. Forstørrelse ses p˚a
figur 5.8 p˚a side 61
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Figur 5.8: Forstørrelse af figur 5.7 p˚a side 61 hvor ogs˚a signaturforklaringen ses.
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5.3.2 Isomorf med Λ = 0.9
P˚a samme m˚ade som ovenfor undersøges fasepunkter langs en isomorf dannet
ved Bøhling-metoden ud fra samme fasepunkt som i figur 5.6 p˚a side 60 og ved
samme densiteter som i tabel 5.1 p˚a side 60, men nu bestemmes temperaturene
med Λ = 0.9. Isomorfen ses indtegnet i faseplanet p˚a figur 6.6 p˚a side 82 og
struktur og dynamik p˚a figur 5.9 p˚a side 62. Det ses, at der er samme tendens
her som n˚ar Λ = 1 dog med den tilføjelse, at det af strukturen ses, at første top
i den radiale fordelingsfunktion forskubbes mod højre ved stigende densitet og
temperatur. Dette formodes at have sammenhæng med, at Λ er temperaturaf-
hængig ved Bøhling-metoden.
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Figur 5.9: Radial fordelingsfunktion og mean square displacement for fase-
punkter langs isomorf bestemt ved Bøhling-metoden til fasepunktet (ρ˜, T˜ ) =
(1 · 10−3, 0.5 · 10−3) med Λ = 0.9. Det ses at strukturen og dynamikken for
fasepunkterne fordeler sig i tre grupper, og at der er en tydelig tendens til at
første top p˚a den radiale fordelingsfunktion rykkes mod højre ved stigende den-
sitet og temperatur. Fasepunkterne i signaturforklaringen er afrundede værdier
Forstørrelse ses p˚a figur 5.10 p˚a side 63
5.3.3 Isomorf med Λ = 0.8281
P˚a samme m˚ade som ovenfor undersøges fasepunkter langs en isomorf dannet
fra fem fasepunkter, der er observeret som værende tilnærmelsesvist isomorfe.
Tilstandspunkterne er fundet som led i den kortlægning af faseplanet, som præ-
senteres i afsnit 6 p˚a side 75. De er s˚aledes ikke fundet ved en de systematikker
skitseret i afsnit 2.4.1 p˚a side 31, der er designet til at finde isomorfe tilstand-
spunkter. De fem fasepunkter fremg˚ar af tabel 5.2 p˚a side 63 og struktur og
dynamik ses p˚a figur 5.11 p˚a side 64. Λ er fundet ved at beregne ck for alle fase-
punkterne, og s˚a bestemme den værdi af Λ der minimerer afstanden fra mindste
værdi til største værdi. Det giver en variation i konstanten p˚a ca. 10% ved en
Λ-værdi p˚a 0.8281. Simuleringerne sker ved samme densiteter som i tabel 5.1 p˚a
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Figur 5.10: Forstørrelse af figur 5.9 p˚a side 62 hvor ogs˚a signaturforklaringen
ses.
side 60. Isomorfens struktur og dynamik ses p˚a figur 5.12 p˚a side 65. Igen ses en
ρ˜ T˜
1 · 10−3 0.5 · 10−3
1.331 · 10−3 0.8 · 10−3
1.728 · 10−3 1.25 · 10−3
2.197 · 10−3 2 · 10−3
3.375 · 10−3 3.333 · 10−3
Tabel 5.2: Fasepunkter der er observeret til med god tilnærmelse at være iso-
morfe.
gruppering i tre grupper, og at der er forskydning afstanden til førstetop i den
radiale fordelingsfunktion. I modsætning til de foreg˚aende tilfælde ses ikke et
dyk i højden af toppen - tværtimod ses en lille stigning. Ulempen ved denne me-
tode er, at der kræves forh˚andskendskab til en række isomorfe tilstandspunkter,
før den kan anvendes. Det er ikke nærmere undersøgt om denne metode giver
mere præcise isomorfer end de to forg˚aende, da alle tre metoder med god til-
nærmelse giver isomorfe-tilstandspunkter set i lyset af den store spændvidde i
ρ˜ og T˜ e der her undersøges.
5.3.4 Isomorf med lineær sammenhæng mellem ρ˜ og T˜
Under arbejdet med at finde isomorfer i faseplanet blev det observeret, at der
er en lineær sammenhæng mellem ρ˜ og T˜ i de observerede isomorfe tilstands-
punkter beskrevet i tabel 5.2 p˚a side 63. Der er ikke umiddelbart noget teoretisk
belæg for at forvente en s˚adan lineær sammenhæng, men nye opdagelser gøres
ikke ved at blive indenfor det teoretisk forventede. Det blev derfor undersøgt i
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Figur 5.11: Radial fordelingsfunktion og mean square displacement for fem fa-
sepunkter der er fundet til at være tilnærmelsesvist isomorfe.
hvilken udstrækning denne lineære sammenhæng holder. Det fremg˚ar af figur
5.15 p˚a side 67, at s˚alænge der undersøges fasepunkter i omr˚adet mellem og om-
kring de fem fasepunkter, s˚a er struktur og dynamik nogenlunde invariant, men
at den lineære model ikke er egnet udenfor dette omr˚ade. Metoden konkluderes
ikke hensigtsmæssig baseret p˚a, at den ikke har teoretisk rygdækning, og at den
ikke er specielt anvendelig, da den forudsætter kendskab til et antal isomorfe fa-
sepunkter, og ikke er anvendelig udenfor det omr˚ade de kendte isomorfer ligger
i. Det vurderes dermed som usandsynligt, at metoden kan genere ny viden.
5.3.5 Isomorf med revideret Bøhling-metode
Denne metode er en forfinelse af Bøhling-metoden, som gennemg˚aet ovenfor og
er beskrevet i Bøhling et al. (n.d.). Metoden sætter Λ til den afstand, hvor der
er flest nærmeste naboer. Herved forst˚as de´r hvor r2g(r) har sit første lokale
maksimum. Sammenhængen mellem r2g(r) og antal af naboer ses ved, at det
antal nabopartikler, der findes i en kugleskal med tykkelse dr i en radius r, er
givet ved
dn(r) = ρg(r)4pir2dr (5.3.3)
og alts˚a er antallet af nabopartikler i en given afstand proportional med r2g(r).
For at bestemme Λ ved denne metode udregnes r2g(r) for hvert datapunkt.
Dette plottes s˚aledes, at første maksimum kan bestemmes. I figur 5.17 p˚a side
68 ses den radiale fordelingsfunktion og r2g(r) for to densiteter ved samme
temperatur. I begge tilfælde ses, at Λ er større end afstanden ved første top i
den radiale fordelingsfunktion. For direkte at kunne sammenligne denne metode
med de andre metoder til at estimere Λ ville det være oplagt at undersøge samme
fasepunkt. Som det ses i figur 5.18 p˚a side 68 og forstørrelsen i figur 5.19, lader
det sig ikke gøre, da afstanden til første top i den radiale fordelingsfunktion i
kombinationen med højden af den gør, at der ikke er veldefineret afstand, hvor
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Figur 5.12: Radial fordelingsfunktion og mean square displacement for fasepunk-
ter langs isomorf dannet fra fem fasepunkter der ved undersøgelse er fundet til
at være tilnærmelsesvist isomorfe. Λ er fundet s˚aledes at ck er s˚a konstant som
muligt. Ud fra de anvendte punkter blev afvigelsen p˚a ck p˚a ca. 10%. Det ses at
strukturen og dynamikken for fasepunkterne fordeler sig i tre grupper, og at der
er en tydelig tendens til at første top p˚a den radiale fordelingsfunktion rykkes
mod højre ved stigende densitet og temperatur. Fasepunkterne i signaturforkla-
ringen er afrundede værdier. Forstørrelse ses p˚a figur 5.13 p˚a side 66
der er flest nærmeste nabopartikler. Strukturen i systemet i dette fasepunkt er
med andre ord for diffus til, at metoden kan anvendes.
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Figur 5.13: Forstørrelse af figur 5.12 p˚a side 65 hvor ogs˚a signaturforklaringen
ses.
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Figur 5.14: Lineær regression p˚a fem observerede isomorfe fasepunkter p˚a de fem
fasepunkter i tabel 5.2 p˚a side 63. Den fundne lineære model er T˜ = 1.227131ρ˜−
0.0007870332 og har en korrelationskoefficient > 0.99
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Figur 5.15: Radial fordelingsfunktion og mean square displacement for fase-
punkter langs isomorf dannet ved anvendelse af den lineær relation fundet ved
regression p˚a de fem fasepunkter i tabel 5.2 p˚a side 63. Det ses at strukturen og
dynamikken for fasepunkterne fordeler sig i tre grupper, og at der er en tyde-
lig tendens til at første top p˚a den radiale fordelingsfunktion rykkes mod højre
ved stigende densitet og temperatur. Temperaturene i signaturforklaringen er
afrundede værdier. Forstørrelse ses p˚a figur 5.16 p˚a side 67
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Figur 5.16: Forstørrelse af figur 5.15 p˚a side 67 hvor ogs˚a signaturforklaringen
ses.
68 KAPITEL 5. ANALYSE
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
r
0
1
2
3
4
5
6
g(r)
r
2g(r)
radiel distributionsfunktion
(ρ~, T~) = (1.0e-3, 0.1e-3)
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
r
0
1
2
3
4
5
6
g(r)
r
2g(r)
radiel distributionsfunktion
(ρ~, T~) = (1.728e-3, 0.1e-3)
Figur 5.17: P˚a figurene ses den radiale fordelingsfunktion (g(r)) og funktionen
r2g(r) til bestemmelse af den afstand, i hvilken der er flest nærmeste nabopar-
tikler.
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Figur 5.18: P˚a figuren ses den radia-
le fordelingsfunktion (g(r)) og funk-
tionen r2g(r).
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Figur 5.19: Forstørrelsen viser, at
der ikke er en top p˚a r2g(r).
5.4. SIMULERINGER LANGS KOEKSISTENSKURVEN 69
5.4 Simuleringer langs koeksistenskurven
I dette afsnit undersøges, om koeksistenskurven mellem væskefase og krystal-
struktur er en isomorf s˚aledes, som det forventes i isomorfteorien (Gnan et al.,
2009, Schrøder et al., 2011). Undersøgelsesmetoden vil basere sig p˚a de meto-
der, der blev anvendt til at finde isomorfer i afsnit 5.3 - dog ikke de to metoder
der baserer sig p˚a fit af observerede isomorfer. Isomorferne bliver dannet ud
fra fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1.728 · 10−3, 5 · 10−5). Struktur og dynamik fremg˚ar
af figur 5.20 p˚a side 69 og viser, at der er tale om et punkt med koeksistens
mellem væske og krystal. Korrelationen i dette fasepunkt er fundet til, at være
0.998477457 hvorfor det forventes, at fasepunktet vil have isomorfe fasepunkter
for densiteter der ikke afviger for meget. De densiteter der vil blive simuleret i,
fremg˚ar af tabel 5.3 p˚a side 69.
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Figur 5.20: P˚a figurene ses den radiale fordelingsfunktion og mean-square-
displacement for fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1.728 · 10−3, 5 · 10−5) hvor der er ko-
eksistens.
ρ˜ 0.0015 0.003 0.005 0.007 0.01 0.015 0.02 0.03 0.04 0.05
0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15
Tabel 5.3
5.4.1 Koeksistens med Λ = 1
Ved simuleringer med Λ = 1 er systemet stærkt korrelerende (R > 0.95) i de
fem fasepunkter med lavest densitet og dermed nærmest udgangspunktet. Det
ses, at fasepunkter med densitet helt op til ρ˜ = 0.09 viser tegn p˚a, at ligge p˚a
koeksistenskurven men det ses ogs˚a, at invariansen af strukturen og dynamikken
slet ikke er eksakt og ved højere densiteter bliver systemet en væske.
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Figur 5.21: P˚a figuren ses den radiale fordelingsfunktion for simuleringer dannet
ud fra fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1.728 ·10−3, 5 ·10−5) med Λ = 1. For overskuelighe-
den er fasepunkterne fordelt i to grafer efter stigende densitet. Det oprindelige
fasepunkt er medtaget p˚a begge grafer.
5.4.2 Koeksistens med Λ = 1.095
Her er Λ bestemt p˚a Bøhling metoden til 1.095. Systemet er stærkt korrelerende
(R > 0.95) i de seks fasepunkter med lavest densitet og dermed nærmest ud-
gangspunktet. Det ses, at kun de to første fasepunkter viser tegn p˚a, at ligge p˚a
koeksistenskurven, mens systemet i alle de øvrige fasepunkter er i væskefasen.
5.4.3 Koeksistens med revideret Bøhling-metode
Det fremg˚ar af figur 5.20 p˚a side 69, at der ved koeksistenskurven er en tyde-
lig første top i den radiale fordelingsfunktion. Det betyder, at den reviderede
Bøhling-metode kan anvendes. P˚a figur 5.25 p˚a side 72 kan første lokale maksi-
mum aflæses og derfor sættes Λ = 1.11. P˚a figur 5.26 p˚a side 73 ses strukturen
af rækken af fasepunkter langs den dannede kurve med de valgte densiteter.
Det ses tydeligt at systemet hopper hurtigt væk fra koeksistens-omr˚adet og ind
i væskefasen. Dette bekræftes af dynamikken, som ses p˚a figur 5.27 p˚a side
73. Ved sammenligning med figur 5.24 p˚a side 72 og figur 5.22 p˚a side 71 ses
den tendens, at desto større Λ desto færre simuleringer i række holder sig p˚a
koeksistenskurven.
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Figur 5.22: P˚a figuren ses mean-square-displacement for simuleringer dannet ud
fra fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1.728 · 10−3, 5 · 10−5) med Λ = 1. For overskuelighe-
den er fasepunkterne fordelt i to grafer efter stigende densitet. Det oprindelige
fasepunkt er medtaget p˚a begge grafer. Signaturforklaring fremg˚ar af figur 5.21
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Figur 5.23: P˚a figuren ses den radiale fordelingsfunktion for simuleringer dan-
net ud fra fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1.728 · 10−3, 5 · 10−5) med Λ = 1.095. For
overskueligheden er fasepunkterne fordelt i to grafer efter stigende densitet. Det
oprindelige fasepunkt er medtaget p˚a begge grafer.
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Figur 5.24: P˚a figuren ses mean-square-displacement for simuleringer dannet ud
fra fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1.728 · 10−3, 5 · 10−5) med Λ = 1.095. For overskuelig-
heden er fasepunkterne fordelt i to grafer efter stigende densitet. Det oprindelige
fasepunkt er medtaget p˚a begge grafer. Signaturforklaring fremg˚ar af figur 5.23
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Figur 5.25: P˚a figuren ses den radiale fordelingsfunktion og funktionen r2g(r) for
fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1.728 ·10−3, 5 ·10−5) hvor der er koeksistens. forstørrelsen
viser at funktionen r2g(r) har første lokale maksimum omkring r = 1.11
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Figur 5.26: P˚a figuren ses den radiale fordelingsfunktion for simuleringer dannet
ud fra fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1.728·10−3, 5·10−5) med Λ = 1.11. For overskuelig-
heden er fasepunkterne fordelt i to grafer efter stigende densitet. Det oprindelige
fasepunkt er medtaget p˚a begge grafer.
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Figur 5.27: P˚a figuren ses mean-square-displacement for simuleringer dannet ud
fra fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1.728 ·10−3, 5 ·10−5) med Λ = 1.11. For overskuelighe-
den er fasepunkterne fordelt i to grafer efter stigende densitet. Det oprindelige
fasepunkt er medtaget p˚a begge grafer. Signaturforklaring fremg˚ar af figur 5.26
p˚a side 73
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Kapitel 6
Faseplan for det
eksponentielle potentiale
Et af hovedresultaterne i denne rapport er en afdækning af (ρ˜, T˜ ) faseplanet for
det eksponentielle potentiale med hensyn til hvor der er stærk korrelation. P˚a
baggrund af undersøgelserne er det tillige muligt at skitsere systemets tilstands-
form i faseplanet. P˚a figur 6.1 p˚a side 76 ses dette med angivelse af de omr˚ader,
hvor der er identificeret fast form (krystal), koeksistens og væskeform. P˚a figuren
ses tillige en stiplet kurve, som angiver en omtrentlig grænse for, hvor systemets
struktur overg˚ar fra mest væskelignende til mest gaslignende. Det skal igen un-
derstreges, at der ikke er tale om en faseovergang, og at linjen ikke er baseret
p˚a et objektivt kriterie. Den tjener s˚aledes udelukkende som en rettesnor for,
hvor strukturen bliver relativt ukoordineret - i tr˚ad med bemærkning i starten
af kapitel 5 p˚a side 55. I figur 6.3 p˚a side 78 gives et overblik over de undersøgte
punkter i faseplanet, samt en visualisering af R og γ i fasepunkterne. Arbejde
med at afdække faserummet er udført i flere trin. Første trin afdækkede i hvil-
ket omr˚ade potentialet giver anledning til væskeopførelse og stærk korrelation.
Dette blev gjort ved, at der gennem en række test-simuleringer var identificeret
et fasepunkt med tydelig væske-opførelse og stærk korrelation. Med udgangs-
punkt i dette fasepunkt blev potentialet undersøgt langs fasepunktets isoterm
og isochor. De fleste af disse punkter har ikke fundet vej ind i rapporten, da
simuleringerne kun er kørt i 106 tidsskridt, hvilket ikke er nok jævnfør kapitel 4
p˚a side 49. Et par af simuleringerne langs isotermen T˜ = 10−3 er dog alligevel
medtaget i faseplanet med det form˚al at give et indtryk af faseplanet ved høje
densiteter. P˚a denne baggrund stod det klart i hvilket omr˚ade, potentialet skulle
afdækkes.
Det er værd at bemærke, at potentialet er meget stærkt korrelerende i det meste
af det afdækkede omr˚ade, hvorfor det er valgt at hæve kravet til stærk korre-
lation fra 0.9 som typisk anvendes i isomorfteoretiske sammenhæng til 0.95.
Eftersom de 0.9 er et pragmatisk valg - jævnfør Schrøder et al. (2011). Der er
s˚aledes intet tilhinder for at lægge grænsen et andet sted, og der er intet, der
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Figur 6.1: Faseplan for det eksponentielle potentiale. Figuren giver overblik over
tilstansformen af systemet. Den stiplede linje angiver omtrentlig der hvor syste-
mets struktur bliver gaslignende. Figuren er udarbejdet fra resultater af simu-
leringer i ca. 150 forskellige fasepunkter.
tilsiger, at det er den samme grænse, der er lige relevant for alle potentialer. Det
er dog værd at være opmærksom p˚a, eftersom det efterh˚anden er definitorisk, at
Roskilde-væsker opfylder, at R > 0.9 og s˚aledes er det eksponentielle potentiale
en Roskilde simpel væske ogs˚a i omr˚ader af faserummet som her markeres i ka-
tegorien: svagere korrelerende. Under dette arbejde opstod de tidligere nævnte
overflow problemer ved lave densiteter (se figur 4.5 p˚a side 52). I faseplanet ses
tydeligt denne afgrænsning, idet der ikke er simuleringer for ρ˜ < 0.000125. Den
nedre grænse for densiteten giver ved de undersøgte temperaturer anledning til
gaslignende opførelse, hvilket har været en medvirkende a˚rsag til ikke at priori-
tere at undersøge dette omr˚ade yderligere. Dette ses p˚a figur 5.1 p˚a side 56 ved
to udvalgte temperaturer. Den øvre grænse for ρ˜ er valgt p˚a basis af en indled-
ende simuleringsrække ved T˜ = 0.001 med varierende densitet. Undersøgelsen
vist begyndende krystallisering og aftagende korrelation ved højere densiteter.
Ved høje temperaturer (T˜ > 0.01) er korrelationen aftagende, og af den radiale
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fordelingsfunktion ses, at systemets opførsel er som en gas (se figur 6.2 p˚a side
77). Derfor undersøges omr˚adet ikke er yderligere.
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Figur 6.2: g(r) og mean square displacement for simuleringer ved høje tempe-
raturer
Tendensen ved lavere temperaturer er, at korrelationen bliver stærkere, og
at overgangen ved stigende densitet til lavere korrelation bliver mere brat. Der
er ikke noget til hinder for at dette omr˚ade udforskes yderligere.
Faseplanet kan derfor inddeles i nogle omr˚ader: Et høj-temperatur omr˚ade med
gaslignende opførelse, et høj-densitets omr˚ade hvor systemet krystalliserer, et
lav-densitets omr˚ade med et gaslignende system som ikke kan udforskes i det
anvendte setup, og et omr˚ade med væskeopførelse som strækker sig ned i lav-
temperatur omr˚adet.
Sammenkobles den indsigt om tilstanden af systemet, der opn˚as fra, at stu-
dere strukturen og dynamikken i de undersøgte fasepunkter, med værdierne for
R og γ, s˚a kan der laves en figur som figur 6.4 p˚a side 79. Her ses det lidt
overraskende, at systemet bevarer sin stærke korrelation langt ind i det omr˚ade
hvor systemets strukturelt minder om en gas. Det er overraskende i forhold til,
at stærk korrelation forventes at findes i væskeomr˚adet tæt ved koeksistenskur-
ven. Fra figuren kunne det godt tyde p˚a, at systemet ikke er stærkt korrelerende
i krystalfasen, men de beregnede værdier af R er næppe troværdige, da det at
undersøge krystalfasen kræver hensyn udover, hvad der her er medtaget.
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Figur 6.3: Faseplan for det eksponentielle potentiale. Figuren giver overblik over
de undersøgte fasepunkter, og til hvert tilstandspunkt ses en linje med hældnin-
gen γ. Farvekoden viser korrelationen: Farven sort betyder at korrelationen er
under 0.95.
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Figur 6.4: Faseplan for det eksponentielle potentiale. Figuren sammenkobler
figur 6.1 p˚a side 76 og figur 6.3 p˚a side 78 og giver overblik over tilstandsformen
af systemet og korrelationen.
80KAPITEL 6. FASEPLAN FOR DET EKSPONENTIELLE POTENTIALE
6.1 Faseplan og isomorfer
I dette afsnit præsenteres figurer, hvor isomorferne fra afsnit 5.3 p˚a side 59
er indsat i fasediagrammet. Herved sammenkobles isomorflinjerne med korre-
lation og γ-værdi for de simulerede tilstandspunkter dels langs isomorfen og
dels fra kortlægningen af faserummet. Fra isomorfteorien (se ligning 2.4.14 p˚a
side 31) forventer vi, at hældningen af isomorflinjen nogenlunde skal være gi-
vet ved værdien af γ hvor korrelation er stærk - dette vil i faseplanet ses som,
at linjesegmenterne med hældning γ er tangenter til isomorflinjen. Faserummet
kan dermed tilføje endnu en dimension til undersøgelsen af isomorflinjerne. De
isomorfer der er dannet med de beskrevne metoder, vil blive indraget i denne
rækkefølge:
1. Isomorf dannet med Λ = 1 (figur 6.5 p˚a side 81).
2. Isomorf dannet med Λ = 0.9 (figur 6.6 p˚a side 82).
3. Isomorf dannet med Λ = 0.8281 (figur 6.7 p˚a side 83).
4. Isomorf dannet ved lineær regression (figur 6.8 p˚a side 83).
I figur 6.5 p˚a side 81 ses isomorfen dannet ved anvendelse af ligning 5.3.2 p˚a
side 59 og Λ = 1 indtegnet p˚a faseplanet. Den omtalte fordeling af de ti simule-
ringer langs isomorfen i tre dekader ses tydeligt p˚a figuren. Ved at sammenligne
linjesegmenternes hældningen (γ) med isomorflinjen, ses, at linjesegmenterne al-
le har en mindre hældning end isomorfkurven. Ved en nærmere inspektion ses,
at uoverensstemmelsen mellem hældningen af isomorf og linjesegment stiger for
stigende densitet og temperatur. P˚a figur 6.6 p˚a side 82, er det bemærkelses-
værdigt hvor god overensstemmelse, der er mellem hældningen af isomorflinjen
og linjesegmenterne helt op til omkring T˜ = 10−2. Med afsæt i de to faserum
m˚a det forventes, at en stor grad af invarians af struktur og dynamik holder
for større spring i densitet ved Bøhling-metoden. En inspektion af figurene 5.7
og 5.9 i kapitel 5.3 p˚a side 59 viser da ogs˚a, at hvis Λ = 1 s˚a holder struktu-
ren og dynamikken sig nogenlunde invariant op til og med simuleringen med
ρ˜ = 1.456 · 10−3, hvor der s˚a er et hop til næste gruppe af simuleringer. Ved
Bøhling-metoden er det en mere glidende overgang p˚a trods af det store spring
i densitet.
P˚a figur 6.7 p˚a side 83 er isomorfen med den fittede Λ-værdi indtegnet. I
tr˚ad med resultaterne af studiet af struktur og dynamik langs isomorfen, s˚a
viser faseplanet meget fin sammenhæng mellem hældningen af isomorfen og af
linjesegmenterne i første dekade - det omr˚ade, hvor de observerede isomorfer
findes. I anden og tredje dekade er der betydelige afvigelser. Noget lignende
kan siges om den metode, der baserer sig p˚a det lineære fit af koordinaterne til
de observerede isomorfe fasepunkter, bortset fra, at her er hældningerne kun
tilnærmelsesvis ens i et snævert omr˚ade i faseplanen. Sammenlignes igen med
resultaterne præsenteret i afsnit 5.3 p˚a side 59, s˚a stemmer det godt overens.
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Figur 6.5: Faseplan for det eksponentielle potentiale med isomorf dannet fra
fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1 · 10−3, 0.5 · 10−3) og med Λ = 1. Det bemærkes, at
isomorfen som forventet bryder sammen, n˚ar korrelationen bliver d˚arlig.
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Figur 6.6: Faseplan for det eksponentielle potentiale med isomorf dannet fra
fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (·10−3, 0.5 · 10−3) og med Λ = 0.9. Det bemærkes, at
isomorfen som forventet bryder sammen, n˚ar korrelationen bliver d˚arlig.
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Figur 6.7: Faseplan for det eks-
ponentielle potentiale med isomorf
dannet fra fem fasepunkter, der ved
undersøgelse er fundet til at være
tilnærmelsesvist isomorfe. Λ er fun-
det s˚aledes, at ck er s˚a konstant som
muligt. Ud fra de anvendte punkter
blev afvigelsen p˚a ck p˚a ca. 10%. Det
bemærkes, at isomorfen som forven-
tet bryder sammen n˚ar korrelatio-
nen bliver d˚arlig.
Faserum for det eksponentielle potentiale
ρ~
T~
1e−04 1e−03 1e−02 1e−01 1e+00
1e
−0
4
1e
−0
3
1e
−0
2
1e
−0
1
lllll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l Tilstandspunkter
lineært fit
R−værdier
0.9500
0.9625
0.9750
0.9875
1.0000
Figur 6.8: Faseplan for det eks-
ponentielle potentiale med isomorf
dannet ved anvendelse af den lineær
relation fundet ved regression p˚a de
fem fasepunkter i tabel 5.2 p˚a side
63.
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6.2 Koeksistenskurven i faseplanen
P˚a samme m˚ade som i det ovenst˚aende afsnit dannes i dette afsnit faserum med
indtegnede isomorflinjer. Nu er det de isomorfer, der er dannet ud fra et punkt
p˚a koeksistenskurven, der indtegnes. Som i afsnit 5.4 p˚a side 69 undersøges for
isomorfer dannet med forskellige værdier af Λ. Fra afsnit 5.4 ved vi, at det kun
er isomorfen med Λ = 1, der holder sig i koeksistensfasen ud over de to punkter,
der er nærmeste udgangspunktet. P˚a figur 6.9 p˚a side 85 ses denne isomorf
indtegnet. En inspektion af figuren viser, at der er god overenstemmelse mellem
isomorflinjen og linjesegmenterne i stort set hele det omr˚ade, hvor der er stærk
korrelation. Den nærliggende konklusion kunne være, at metoden fungerer godt,
fordi er god overensstemmelse, men ved at se p˚a figur 6.10 p˚a side 86 og figur
6.11 p˚a side 87 ses, at der ogs˚a her er god overensstemmelse - og det til trods
for, at vi fra afsnit 5.4 p˚a side 69 ved, at begge disse kurver hurtigt hopper ud
i væskefasen. Forklaringen findes ved, at godt nok hopper de ud i væskefasen,
men de punkter der s˚a simuleres i væskefase er faktisk med god tilnærmelse
isomorfe taget i betragtning, at de er s˚a tæt p˚a koeksistenskurven, at struktur
og dynamik kan være influeret af dannelse af lokale krystaller.
6.2. KOEKSISTENSKURVEN I FASEPLANEN 85
Faserum for det eksponentielle potentiale
ρ~
T~
1e−04 1e−03 1e−02 1e−01 1e+00
1e
−0
4
1e
−0
3
1e
−0
2
1e
−0
1
lllll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l l l l l l l l l l l l llll
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l l
llllllllll
l Tilstandspunkter
Λ = 1
R−værdier
0.9500
0.9625
0.9750
0.9875
1.0000
Figur 6.9: Faseplan for det eksponentielle potentiale med isomorf dannet fra
fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1.728 · 10−3, 5 · 10−5) og med Λ = 1.
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Figur 6.10: Faseplan for det eksponentielle potentiale med isomorf dannet fra
fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1.728 · 10−3, 5 · 10−5) og med Λ = 1.095.
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Figur 6.11: Faseplan for det eksponentielle potentiale med isomorf dannet fra
fasepunktet (ρ˜, T˜ ) = (1.728 · 10−3, 5 · 10−5) og med Λ = 1.11.
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Kapitel 7
Konklusion
Det eksponentielle potentiale er nu kortlagt i en del af sit faserum. Kortlægnin-
gen har vist, at systemet opfører sig som en væske i dele af faserummet, og at
det har meget stærk korrelation i de dele af faserummet. Det er yderligere vist,
at systemet kan krystallisere og har en faseovergang mellem flydende form og
fast form. Der er derimod ikke fundet tegn p˚a en faseovergang mellem væske
og gas, og lidt overraskende s˚a bevarer systemet sin stærke korrelation ind i det
omr˚ade af faseplanet, hvor strukturen er gaslignende. I rapporten er isomorfte-
orien skitseret og det har vist sig, at det er relevant, at reducere alle enheder
som gennemg˚aet i afsnit 2.1 p˚a side 17. Ogs˚a her anvendes reducerede enheder.
Kortlægningen af faserummet for det eksponentielle potentiale udført ved com-
putersimuleringer har vist, at potentialet er stærkt korrelerende i et omr˚ade med
densiteter fra ca. 10−2 og ned. Det har med den anvendte simuleringsmetode
har ikke været muligt at simulere ved densiteter lavere end ca. 10−4. Her er
potentialet stadig stærkt korrelerende ved de undersøgte temperaturer omend
der er en svag tendens til, at korrelationen er aftagende med aftagende densitet.
Temperaturen varieres mellem 5 ·10−5 og 10−2. De undersøgte fasepunkter med
størst densitet og lavest temperatur krystalliserer, og en del af koeksistenskur-
ven identificeres. Der observeres som nævnt ingen faseovergang mellem væske
og gas, men ved de laveste undersøgte densiteter og ved de største af de un-
dersøgte densiteter er strukturen i systemet som en gas. Det afdækkede omr˚ade
omfatter s˚aledes det meste af det omr˚ade, hvor systemet har struktur som en
væske bortset fra et omr˚ade ved temperatur lavere end T˜ = 5 · 10−5.
Analytisk er der med afsæt i isomorfteorien i afsnit 2.4.2 p˚a side 33 fundet et
udtryk til dannelse af isomorfer, hvilket har gjort det muligt, at isomorferne kan
indtegnes som linjer i faseplanet. Det analytiske udtryk indeholder en afstands-
parameter Λ som ikke kan bestemmes entydigt teoretisk.
Der dannes isomorfer ud fra to fasepunkter: E´t der er i væskefasen og e´t der
ligger p˚a koeksistenskurven. Isomorferne dannes ved fem forskellige metoder,
hvoraf fire anvendes p˚a fasepunktet i væskefasen og tre p˚a fasepunktet p˚a ko-
eksistenslinjen.
Fire af metoderne tager sit afsæt i det analytiske udtryk udledt fra isomorfte-
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orien, mens den femte baserer sig p˚a en observeret lineær korrelation mellem
koordinaterne til de fem fasepunkter, der er observeret som værende isomor-
fe. Den ene af de metoder, der anvender det analytiske udtryk, bruger samme
observerede isomorfe fasepunkter til at estimere en værdi for Λ. De tre øvrige
metoder baserer sig udelukkende p˚a e´t fasepunkt og anvender værdier for Λ
der baserer sig p˚a strukturen af systemet i dette fasepunkt. I den ene metode
sættes Λ = 1, svarende til ρ−1/3 i ikke-reducerede enheder. Den anden metode
(Bøhling-metoden) estimerer Λ som afstanden til første top den radiale forde-
lingsfunktion. Den tredje metode (den reviderede Bøhling-metode) estimerer Λ
ud fra den afstand, hvor der er flest nærmeste naboer, svarende til første top p˚a
funktionen r˜2g(r˜).
Af de fem metoder anvendes kun de tre, der ikke indebærer forh˚andskendskab til
isomorfe tilstandspunkter i forbindelse med undersøgelsen af koeksistenskurven.
Den reviderede Bøhling-metode kan ikke anvendes i det fasepunkt, alle isomor-
fer blev dannet fra. A˚rsagen til dette er, at strukturen i fasepunktet er for diffus
og gaslignende.
Den metode, der baserer sig p˚a den lineære sammenhæng mellem koordinaterne
for de fem fasepunkter med observerede isomorfer viser sig at være i intervallet
mellem de observerede isomorfe fasepunkter, men ikke uden for dette omr˚ade.
Kombinationen af dette og den manglende teoretisk dækning gør, at den obser-
verede lineære sammenhæng vurderes at være en tilfældighed. Metoden forka-
stes derfor.
De metoder, der med afsæt i det udtryk, der udledes fra isomorfteorien, blev
brugt til at danne isomorfer i væskefasen, giver alle resultater der falder i tre
grupper. Dette afspejler, at de udvalgte fasepunkter udspænder i omkring tre
dekader af ρ˜, hvilket i forhold til tidligere undersøgelser ved brug af isomorfteo-
rien betegnes som en meget stor spændvidde. Hvilken af de anvendte metoder,
der p˚a baggrund denne rapport giver størst grad af invarians langs isomorfen
m˚a basere sig p˚a et skøn, da der ikke i rammerne af dette arbejde er udviklet
en metode til analytisk at vurdere dette. Skønnet baserer sig p˚a følgende tre
elementer: Strukturen ud fra afvigelserne i første top i den radiale fordelings-
funktion, dynamikken ud fra mean-square-displacement og graden af sammen-
fald mellem hældningen af isomorflinjen i faseplanet og γ-værdien fundet fra
simuleringen. P˚a baggrund af særligt strukturen og sammenfald mellem hæld-
ning og γ skønnes det, at det er Bøhling-metoden, der giver den højeste grad af
invarians. I litteraturen er der dog resultater der giver anledning til at forvente
at den reviderede Bøhling-metode er bedre (Bøhling et al., n.d.).
Undersøgelsen af koeksistenskurven viser, at ingen af de anvendte metoder gi-
ver isomorfer i hele det undersøgte omr˚ade, og der er s˚aledes en tendens til, at
isomorflinjen g˚ar væk fra koeksistensen og ind i væskefasen. Set i lyset af, at
korrelationen falder efterh˚anden som densiteten stiger, er det ikke i modstrid
til isomorfteorien, og faktisk holder isomorflinjen for metoden med Λ = 1 sig
p˚a koeksistenskurven længe efter, at korrelationen er faldet til under 0.9. Det
konkluderes p˚a den baggrund, at der evidens for, at koeksistenskurven er en
isomorf, og det tilføjes, at a˚rsagen, til at de andre to metoder fejler, kan være,
at strukturen af systemet p˚a koeksistenskurven ikke er tilpas pæn. Der er jo
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netop tale om et omr˚ade med koeksistens af væske og krystal.
Hermed er faserummet for det eksponentielle potentiale kortlagt og det er
p˚a sin vis overraskende, at ikke før er gjort - potentialets lange historie taget i
betragtning. Isomorfteorien har vist sig at fungere ogs˚a p˚a dette grundlæggende
potentiale. Det sidste punktum om det eksponentielle potentiale er ikke sat
endnu, og der er meget mere, der kan undersøges, end hvad det har været muligt
at medtage her.
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Kapitel 8
Perspektivering
Igennem arbejdet med det eksponentielle potentiale har der vist sig mange si-
deveje, som det kunne have været spændende at afsøge, men som det har været
nødvendigt at passere. I det følgende vil nogle af disse sideveje blive skitseret.
Gennem arbejdet med at afdække systemet viste det sig, at ikke bare havde
systemet en væskefase med stærk korrelation - det havde ogs˚a et omr˚ade i fase-
planet med gaslignende struktur, hvor der ogs˚a var stærk korrelation. Dette er
nyt i forhold til isomorfteorien, og det kunne være spændende at søge svar p˚a
hvorfor netop dette system, har et stærkt korrelerende omr˚ade med gaslignende
struktur.
Netop den manglede adskillelse af væske og gas giver anledning til den næste
sidevej: Ma˚ske a˚benbarede der sig et muligt objektivt kriterie til at adskille de
omr˚ader at faseplanet, hvor der er henholdsvis væske- og gaslignende struktur,
da det viste sig, at det ikke var muligt at anvende den reviderede Bøhling-metode
p˚a det valgte fasepunkt. Kriteriet kunne være, at systemet er i væskeform, der
hvor den afstand, hvor der er flest nærmeste naboer, er veldefineret, svarende
til, at der findes en første top p˚a funktionen r˜2g(r˜). Dette kriterie vil kunne
vinde støtte hvis en undersøgelse af de forskellige metoder i et fasepunkt med
en tydeligere væskestruktur kunne pege p˚a, at denne metode ogs˚a giver den
værdi af Λ der giver den højeste grad af invarians langs isomorfen.
Det peger i retning af den næste sidevej: Finde en metode til p˚a objektive kriteri-
er at vurdere hvilken metode til isomorfbestemmelse, der giver den højeste grad
af invarians langs isomorfen. I rapporten observeres det, at graden af overens-
stemmelse mellem hældningen af isomorflinjen, og de bestemte γ-værdier er en
indikator for graden af invarians. Det er dog ikke undersøgt, om denne afvigelse
kan bruges objektivt.
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Bilag A
Sammenhængen mellem
fluktuationer og
temperaturafledte
Nedenst˚aende udledning følger udledningen i appendiks B i Bailey et al. (2008a).
Bemærk at der her anvendes diskret notation. Dette stemmer godt ,med, at
fluktuationerne i rapporten findes ud fra simuleringer, og s˚aledes er diskrete.
Da virialet (W ) er en dynamisk termodynamisk størrelse, som kun afhænger af
strukturen kan middelværdien af fluktuationerne findes ved:
〈W 〉 =
∑
iWie
−βUi∑
i e
−βUi =
∑
iWie
−βUi
Q
(A.0.1)
hvor Wi henviser til værdien af W i den i-te mikrotilstand. Nu kan den tempe-
raturafledte af W bestemmes:(
∂〈W 〉
∂T
)
V
=
∑
iWie
−βUi Ui
T 2
Q
−
∑
i
Wie
−βUi 1
Q2
∑
j
e−βUj
Uj
T 2
(A.0.2)
=
〈WU〉
T 2
−
∑
iWie
−βUi
Q
·
∑
j Uje
−βUi
Q
· 1
T 2
(A.0.3)
=
1
T 2
(〈WU〉 − 〈W 〉〈U〉) (A.0.4)
=
1
T 2
cov(W,U) (A.0.5)
=
1
T 2
〈∆W∆U〉 (A.0.6)
Tilsvarende for den potentielle energi giver:(
∂〈U〉
∂T
)
V
=
1
T 2
〈(∆U)2〉 (A.0.7)
.
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Bilag B
Eksempel p˚a pythonfil til
RUMD
from rumd import *
from rumdSimulation import rumdSimulation
#create simulation object
sim = rumdSimulation("start.xyz.gz")
#create integrator object
itg = IntegratorNVT(timeStep=0.0025, targetTemperature=1.0)
sim.SetIntegrator(itg)
#create potential object
pot = Pot_Exp(cutoff_method=ShiftedForce)
pot.SetParams(0, 0, sigma, epsilon, cutoff)
sim.SetPotential(pot)
sim.Run(10000000)
sim.WriteConf("mend.xyz.gz")
#create simulation object
sim = rumdSimulation("mend.xyz.gz")
#create integrator object
itg = IntegratorNVT(timeStep=0.0025, targetTemperature=1.0)
sim.SetIntegrator(itg)
#create potential object
pot = Pot_Exp(cutoff_method=ShiftedForce)
pot.SetParams(0, 0, sigma, epsilon, cutoff)
sim.SetPotential(pot)
pot.WritePotentials(sim.sample.GetSimulationBox())
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sim.Run(10000000)
sim.WriteConf("end.xyz.gz")
Bilag C
Implementering af det
eksponentielle potentiale i
RUMD
For at implementere et nyt potentiale i RUMD skal der ændres i to filer: Pair-
Potential.h og Potentials.i. Den nedenst˚aende kode skal indsættes i bunden af
de respektive filer.
Kode til PairPotential.h
///////////////////////////////////////////////
// Exponential potential.
// v(r) = Epsilon * exp[-(r/Sigma)]
///////////////////////////////////////////////
class Pot_Exp : public PairPotential{
public:
Pot_Exp( CutoffMethod cutoff_method ) : PairPotential(cutoff_method)
{ SetID_String("potExp"); }
float CalcF(bool initialize, bool calc_stresses, bool report_time);
float ComputeInteraction_CPU(float dist2, const float* param, float4*
my_f) { return ComputeInteraction(dist2, param, my_f); };
void LaunchPE_Kernel();
Potential* Copy() {
Pot_Exp* new_pot = new Pot_Exp(cutoffMethod);
new_pot->SetAllParams(h_params);
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return new_pot;
}
void SetParams(unsigned int i, unsigned int j, float Sigma, float
Epsilon, float Rcut){
h_params[i][j][0] = Rcut * Sigma;
h_params[i][j][1] = 1.f / ( Sigma );
h_params[i][j][2] = Epsilon;
if(verbose)
std::cout << GetID_String() << ": " << "Sigma = " << Sigma <<
", Epsilon = " << Epsilon << ", Rcut = " << Rcut << "." << std::endl;
CopyParamsToGPU(i,j,3);
}
__host__ __device__ float ComputeInteraction(float dist2, const float*
param, float4* my_f){
float Dist = sqrt(dist2) * param[1]; // (r/Sigma)
float invDist2 = 1.0f / ( dist2 ); // (1/r)^2.
float invDist = sqrt(invDist2); // 1/r
float s = param[1] * param[2] * invDist * exp(-Dist); // F_ij
= s * r_ij
(*my_f).w += param[2] * exp(- Dist); // U_ij
return s;
}
};
Kode til Potentials.i
%feature("autodoc","Exponential potential
v(r) = Epsilon * exp[-(r/Sigma)]
s(r) = ( Epsilon / ( Sigma * r ) ) * exp[-(r/Sigma)] = -r^-1*dv/dr
(F_ij = s * r_ij)") Pot_Exp;
class Pot_Exp : public PairPotential
{
public:
Pot_Exp( CutoffMethod cutoff_method );
void SetParams(unsigned int i, unsigned int j, float Sigma, float
Epsilon, float Rcut);
};
